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Ordres des courants positifs pluriharmoniques

Orders of positive pluriharmonic currents

Résumé. Dans cet article, nous étudions I'ordre (d’algébricité) d’'un courant po-
sitif pluriharmonique et nous le comparons soit avec 'ordre de ses tranches con-
courantes soit avec ses ordres directionnels. Des estimations de croissance de la
fonction de Lelong sont établies dont le probleme d’algébricité du courant est traité
comme conséquence.

Abstract. In this article, we study the order of a positive pluriharmonic current
and we compare it with either the order of the concurrent slices or the directional
orders of the current. Therefore some estimates of the growth of the Lelong function
are established and the problem of algebraicity of the current is treated as a result.
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1 - Préliminaires

Dans tout ce travail on utilise les notations suivantes: Pour » > 0, B(r) =
By(r) := {z € C"; || <r}laboule euclidienne de C" de centre 0 et de rayon r et pour
tous 0 <ry <ry, B(ry,1re) := {z € C"; 1 < 2| <12} = B(ry) \ B(ry) ainsi que les opé-
rateurs

B n a = n a _ B . c_i o
a_;azj dz;, a_;%j g, d=0+0 etd = _@-0).
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Notons &, ,(C") 'espace des formes différentielles de classe > a supports com-
pacts de bidegré (p, q) dans C". L’espace des courants de bidimension (p, ) (ou de
bidegré (n — p,n — q)), noté ,”J);Tq(*ifn), est par définition le dual de &, ,(€2) muni de
sa topologie usuelle.

Soit T' € EZ‘;J‘p(C"); on dit que 7 est positif si T Aty A% A ... Atoy, AT, est une
mesure positive pour toutes oy, ..., o, € Z1(C"). Le courant T est dit négatif si —T
est positif. Il est dit fermé si (dT, ¢) := —(T, d¢) = 0 pour tout ¢ € 7,1 ,(C"), il
est dit plurisousharmonique (psh)(resp. pluriharmonique (ph)) si dd°T est un courant
positif (resp. dd°T = 0) ou (dd°T, ¢) := (T, dd‘¢) pour tout ¢ € &/,_1,_1(C").

On associe a un courant positif T de bidimension (p,p) sur C”, la fonction de

Lelong définie par vy(r) = = | TA (dd¢|z|*)P. Si T est positif plurisousharmonique

B(r)
alors vy est croissante sur ]0, + ool. Un courant positif 7' est dit algébrique si la
fonction vy est bornée (Pour 7' = [X], le courant d’intégration sur un ensemble
analytique X, 'algébricité de T' est équivalente a ’algébricité classique de X).

Soient k < p <n et la projection canonique 7 : " — C* définie par n(z',2") = 2.
Soit & une fonction positive borélienne bornée a support compact dans la boule unité
de C* telle que f h(Z)d/(z") = 1. Pour & > 0, on pose h,(z") = e (2’ /¢). Soient

Tew, p(t“”) un courant positifet @ € C*, la tranche (paralléle) de T par & au point a
noté (7,7, a),, est la limite faible dans &, ,  ,(C"), quand elle existe, de
T A7t (h(z' — a).(dd°|?'| )]C ) quand ¢ — 0. Si T est un courant positif pluriharmo-
nique, D’aprés [5], il existe un ensemble de mesure de Lebesgue nulle de C* en
dehors duquel la tranche de T existe et est indépendante de .

Dans la suite soient p, g<n des entiers tels que p + g > n et G, la Grassman-
nienne des sous-espaces vectoriels de dimension ¢ dans C" munie de sa forme
Kéhlerienne standard w; et la métrique de Fubini-Study associée notée x, (ou sim-
plement x 'l n’y a pas d’ambiguité). Soit X, , = {(z,L) € C" x G4; z € L} le fibré
vectoriel de rang q au dessus de Gq », muni des projections canoniques z : Xy, — Gy

eto: X,, — C";alors /)’X = m*wy + o*f définie une forme Kéhlerienne sur la va-
riété X, , qui est de dlmenswn dimXy, =n+ (g — 1)(n — q). Larestriction 6o de g a
X}, =0 1(C"\ {0}) est une submersion sur C"\ {0}. Soit 7' un courant positif

pluriharmonique sur ", alors o ' définit un courant positif pluriharmonique sur X ,
de masse localement finie au voisinage de 6—1(0) (cf.[3]), et d’aprés Dabbek-Elkhadhra-
E1Mir[5],'extension trivial de o T par zéro au dessus de o~1(0) estun courant positif de

dd°—négatif de dimension p + (¢ — 1)(n — q) sur X, ,,, qu'on notera ;7. On pose alors

. a*T_00T51q>n P, 0U N — pestledeg‘redeao

o T = oOT +w(T,0)[671(0)]si ¢ =n — p, ou (T, 0) est le nombre de Lelong de
T en 0.
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Comme précédemment, il existe un ensemble E7 de la grassmannienne G, de
mesure de Fubini-Study nulle tel que la tranche (concourante) ( ¢*T',7n,L ) de T,
qu’on notera ici Ty, existe pour tout L € Qr := Gy, \ Er. Quand T est a coef-
ficients continus, cette tranche coincide avec la restriction usuelle de T a L. De
plus en dehors d’'un ensemble négligeable de Qr, T);, est un courant pluri-
harmonique; on peut donc supposer dans toute la suite que 7', est bien défini et
est pluriharmonique sur Q7.

On note par

_1 * Cl 2

= p+q—n

vy, (1) :== e J Ty, A o™ (dd’|z[")
Xq,n(T)

la fonction de Lelong de T, avec X,,,(r) = ¢~ 1(B(r)).

Définition 1. Un courant positif est dit d’ordre d’algébricité p fini si la limite
suivante est finie

. log vy (r)
=limsup ——~> < + o0
p ’r—>+ocp log r

Dans toute la suite on utilise seulement ordre pour indiquer 'ordre d’algébricité.
A noter que I'ordre du courant d’intégration sur un ensemble analytique X, est égale
a l'ordre classique de ’ensemble analytique X (cf. [4]).

2 - Ordres des tranches concourantes
2.1 - Théoreme principal et conséquences

Le résultat principal de cette partie (Théoreme 1) consiste a controler la fonction
vp du courant T par celles de ses tranches sur la grassmannienne.

Théoreme 1. Soient T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) sur C" et E un ensemble borelien de Qp de mesure de Fubini-Study u(E)
non nulle. Alors il existe deux constantes c1, ¢z > 0 qui dépendent de E telles que
Uon ait

ervp(ear) < JvT‘L(mdu@)
E

pour tout r suffisamment grand.
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Corollaire 1. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) sur C". On suppose qu’il existe un ensemble E de mesure non nulle de la
grassmannienne G, tel que Ty, soit un courant algébrique pour tout L € E, alors
T est algébrique.

Notons que ces deux résultats sont démontrés par les mémes auteurs dans [7]
dans le cas d’'un courant positif fermé.

Démonstration. Pourtout N € N*,onpose. Zy :={L € E; VT‘L(T) <N,Vr>0}.
Comme w(E) >0 et, par hypothese, | Jy.Zn =E donc il existe Ny > 0 tel que
u(Fn,) > 0. D’apres le Théoreme 1, il existe deux constantes ¢;, cz > 0 telles que

1 r 1 )

noy < [ o, (—) du(L) <~ No( A,
C1 Co C1

'ﬁNO

O

Corollaire 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) sur C". Soit (ry), une suite de réels positifs croissante vers +oc. Alors
lensemble

V.
E—{Lcop tm 'T&m
m—+oo V(1)

=0, pour tout o > 0}
est de mesure nulle.

Ce corollaire est démontré par Amamou-Ben Farah [2] dans le cas des courants
positifs fermés et ¢ = 1, ce qui correspond a 'espace projectif P" .

Démonstration. Supposons que u(£) > 0. Pour s € IN, on considére

v (sr
E,:={LeQp lim ) _ o1
Mm—+00 VT(Tm)
OnaF = NgE et d’apres le théoreme d’Egorov, pour tout s € N il existe K; C E de
WE) VT, (s70)

2s5+2 VT('V'm) m
. . vT‘L (O”/'WZ)
E;\ K;. Sionnote par W = E'\ UK, alors w(W) > u(E)/2 et la suite | ————

. . . v (Tm) m
converge uniformément vers 0 sur W (V «) ce qui donne

mesure u(K;) <

tel que la suite < converge uniformément vers 0 sur

lim JMdﬂ(L) —0, Va>0.

m—+00 V(1)

Comme u(W) > 0, le Théoreme 1 implique I'existence de deux constantes ¢y, ¢z > 0



[5] ORDRES DES COURANTS POSITIFS PLURIHARMONIQUES 5

tels que

14
o < deﬂ@)

VT(Tm)

pour m suffisamment grand ce qui est en contradiction avec la limite est nulle quand
m tend vers l'infinie. O

Corollaire 3. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) sur C". Sl existe un ensemble E C Qp de mesure non nulle de la grass-
mannienne Gq,, tel que Tz, soit nul pour tout L € E alors T est nul.

Démonstration. Comme u(E) > 0, d’apresle Théoréme 1,il existe c¢;, ¢z >0
tels que pour tout 7 suffisamment grand on a

1
vp(r) < —J vy, (1) du(L) = 0.
C1 Co
E
Ce qui donne 7' = 0. O

2.2 - Prewve du Théoréme 1

La démonstration du Théoréme 1 se fait par récurrence sur 'entier ¢ ot on utilise
les Lemmes 1 et 2 qui suivent.

Lemme 1 (formule de type Crofton). Soit S un courant positif pluri-
harmonique de bidimension (p,p) sur C". Alors pour tout r > 0 on a

509 = [ w5, 0.
Gyn

Démonstration. Soit y;, un noyau régularisant qui ne dépend que de |z| sur
C" on note par Sy =S xy;, le régularisé de S qui est un courant positif pluri-
harmonique de classe C* sur C". D’aprés Alessandrini-Bassanelli [1], la suite
(6*(Sy));, est bornée en masse, alors quitte a extraire une sous suite, on peut supposer
que (6*Sy);; converge faiblement sur X, vers ¢*S. D’apres la formule de Lelong-

Jensen, pour 0 <r; <rg <7,

1
2p
Ty

J S A dd Py — L J Sy A (dd°]2 2 = J Sy A (dd° log |22
/s

2p
Bry) 1

B(ry) B(ry,re)
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1
Done si 7 — 0%, — [ SpA@d2’Y = [ SpA(ddloglz*).
Ty Bry) Bw\{0}
Quitte & remplacer S par S A (dd¢|z[*)P~9, on peut supposer que p + g = n, done
on peut appliquer I'égalité (prouvé par Siu ([9], p. 128)):

(dd* log |2]*Y = o.7* L7

oll w,_p est la forme Kéhlerienne canonique de G,—p , et par suite

%p J Sp A (ddC |22 = S A (dd€ log [2[2)P
"2 By BOo)\{0}

= Sy A o, PP

n—p
B(r2)\{0}

= a*Si A n*wﬁ%’p).

5 1(B(ry))

Or
1 c 2 » . . 1 C 2 vy
— | SAWd )’ < liminf — | Si A (dd°|2[)
(3 k—+o00 sz
Bry) B(rs)
< limsup J a*Sk/\n*co,’l’(f;_p)
k—+o0
o 1(B(r2))
(n—p)
< S A n*a)ﬁf"p p
o= 1(B(r))
et

o'S A n*a)ﬁf(_"p’p) < llicm inf J oS A n*w}i’(ﬁp’p)
—+00
a1(B(r)) a1 (B(r))

IN

1
lim sup — J S AddC|2|P)P
k—+o00 7'2 Biry)

1
2p
L

IN

J S A (ddC)z|P)P.
B(r)
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Si on tend r; — 7 ( en dehors d’un ensemble au plus dénombrable), on obtient

1
y2p

J S A 2P = J " A7 PP,

n—p
B@) o 1(B(r))

Et d’apres la formule de tranchage on a

J J*S/\n*wﬁ(f;;p)z J < J SL>(U£("Z,7’).

o 1(B()) LeGypn LNB(r)
1 .
Dot o [ SA@dRPY = | ( | SL>w£<"; 2 O
LAY LEGy pn \ LNB®)

Remarque 1. Dans le cas des courants positifs fermés, la formule de Crofton
est démontré par Siu [9] en 1974. Une question naturelle se pose: A-t-on une formule
pareille pour les courants positifs plurisousharmoniques?

Lemme 2 [5]. Soit S un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur un ouwvert O de C". Soit f une fonction psh, f > —1 de classe C* sur O telle
que O' = {z € O; f(2) <0} soit relativement compact dans O. St K un compact de

O, on pose cx = —sup f(2).
zeK

Alors pour tout entier 1 < s < p et pour toute fonction g psh de classe C? sur @'
vérifiant —1 < g<0on a:

Js A g < J S A A A (ddeg),
K o

Si S est de classe C alors le lemme reste vrai en omettant hypothése de régu-
larité de f et g.

Démonstration (du Théoreme 1). On procede par récurrence sur q.

e g = 1: Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension (n — 1,7 — 1)
sur C" et E c Qp c P! de mesure non nulle. Si w € P*1, on note L,
I'hyperplan de C", d’équation w121 + ... + wyz, = 0 et [L,] le courant d’in-

W21 + ... + WyZy

[
[L,] = dd°log | f,|- Soit v 1a fonetion définie sur C" par

est psh sur C" et

tégration sur L,. La fonction f,,(z) =

1
(z) = J log |ful@ldugw) 0w g =t

pr-l
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alors v est psh sur C" qui vérifie log |z| — 7 < v(2) < log |z| pour tout z € C" ou
n > 0 est une constante.

Soit z; un noyau régularisant qui ne dépend que de |z| sur ", on note par
T; =T * y; le régularisé de T qui est un courant positif pluriharmonique de
classe C* sur C".

Fixons » > 0 et soit 1<d<2. Soit ¢ la fonction psh sur C” définie par
() = max (— 1,v(z) — log (67)).

Le Lemme 2, appliqué & O = C" et O’ = {z € C"; $(2) <0} qui est inclus
dans B(dre), donne

J T A 72 A ddf ]i]271 <1 J T; A "2 A ddCs
J oren ~ log ¢ /
2|<r |z|<dren
et par suite
5P ,
. n—1 < . 1—2 .
J T, \B —ﬁlogé J T; A2 Addv

2| <7 2| <ore

Soient 0<cy < de ety une fonction C* sur C" vérifiant 1seny <y < ]1,[5%). Onpose
W) log o
- C = 27
o-e2n
— Ap:={r>0; ||TOB) > 0 ou ||T||(0BOr)) > 0}

A7 est au plus dénombrable et pour r ¢ Ar, par passage a la limite quand
Jj — + 00, le théoreme de Fubini donne

T Ap"! S@W’z J yT A B2 Addv
lz] <7 ! cr
72 . —2
:C_J Jy/T/\dd log | £l A B 2dpu(an)

1
E

P
S_
C1

J J T ALyl A B 2du(w).

E \z\<ér

Ce qui donne le résultat pour le cas ¢ = 1.
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e Supposons que le résultat est vrai a 'ordre ¢ > 1, c’est & dire sur Gy, et
prouvons le a 'ordre ¢ + 1. L’idée est de ramener le probleme de G.1,, vers
Gy, pour cela, on considere 'ensemble:

Yq,n = {(La/l) € GqAn X Gq+1,n§ LcC A}

et les projections canoniques:

g
Gon Yon Gotin
”qT T’Tq-%—l
Xgn B cr ~ar Xg+1,n

On muni Yy, de la forme Kéhlerienne w = g*w, + f*wy11 et donc de la mesure
de Fubini-Study correspondante nt. On vérifie que g.m ® 1,4 = p, ® fum,
de plus la valeur x = m(g~1(4)) = m(f~1(L)) est indépendante de L € G,
tg—Ppresque partout et de A € Ggi1, 1y —Presque partout.

On a o, T est un courant positif de dimension p + (g — 1)(n — q) sur Xy, de
méme oy .1 est un courant positif de dimension p + g(n — g — 1) sur Xy 1.

Soit A € E C Qp = Gq+17n \ET

On remarque que Ggq.1(A) = f(g71(4), et comme T\, est positif pluri-
harmonique, d’apres le Lemme 1, on a

v () = J v, ()0
Lef(g=1(4)

d’apres Fubini on a,

[ 1,y a) = J( | vTLW)d(f*m)(L))duqH(A)

E E " Lef(g=1 (1)

(

. J v, Py L),
flg &)

vTL(V)d(g*m)(A)> dyty(L)

Lef(g~'(@®) ~ Aeg(f~1(L)

Comme f(g~1(E)) est de mesure non nulle dans G, d’aprés 'hypothése de
récurrence, il existe ¢1, co > 0 tels que
e < | v, (D).
flg 1 &)



10 KHALIFA DABBEK and NOUREDDINE GHILOUFI [10]

Donc

Kervr(car) < meduqﬂ(m.
E

2.3 - Applications du Théoreme 1

Le résultat suivant est une illustration des résultats précédents sur les courants
positifs pluriharmoniques d’ordres finis.

Théoréme 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) et d’ordre p fini sur C". Alors pour presque tout L € Gy, T\, est d’ordre py,
égal a p.

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes.

Premiere étape: p;, > p, u—presque partout.

Par définition, il existe une suite (), croissante vers linfinie telle que
log (v7(7,,)).(log (7,)) ™" a2 On considére alors 'ensemble
N

—+00
VT‘L (me)

m—-+o0 vp(ry,)

E{Le.QT; =0, pourtoutoc>0}uf2%
qui est de mesure nulle (d’apres le Corollaire 2). Pour L ¢ E, il existe oy > 0, une sous
suite, notée de méme (r,),,, tels que lim sup vT‘L(ocorm) /vp(ry) = ag, € 10,4+ oo]. Or
m——+0o0
log vy, (ar)  log vy, (o1) —og (vp(r))  log ve(ry,) log 7,
log (0to7,) log (co?,) log 7, log (otg7,) .

Le terme de gauche de cette égalité admet une limite-supérieure plus petite que p;,
quand m tend vers + oo, alors que le deuxiéme terme de droite tend vers p.
Dans le cas ol a7, < + oo,
log <VTL(O‘O"/'m)>
) log vy, (agrm) — log (vr(rm)) V()
lim sup =limsup —————~=0.

Mmoo log (otg7,) M—to0 log (otg7)

Dans l'autre cas, a;, = + oo, on a pour m suffisamment grand,
b

log v, (07m) _ log vy (ry,) log 7,
IOg (OCOTm) - IOg‘ Tm log (OCOTm) ’

Donc p;, > p.
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Deuxieme étape: p;, < p, u—presque partout.
Pour tout ¢ € 10, 1[ et y > 1 fixé, on pose

1+(log (log y*))* !

Lok = {L € Goui v, (") > (log ") vT<y’“>}7 keN.

Alors
1+(log (log ) !
1 o) (log %) E By by < JVT‘L(yk)dﬂ(L)
Ze.k
< JVT‘L(Vk)dﬂ(L)
Gq.ﬂ
< vp(yM).
Par suite

—1—(log (log y*))*!
() < (log k)~ 0EET

Posons &, = Nj>1 Ugs; £ - Puisque

—(log (log y¥))*~!

klim (log k)* (log y*) = klim (log k)? exp {— (log (log 7))} = 0
— 400 —+00

alors

+00 .
Z <logyk)—1—(log<logy’°)) ! < 400
k=1

et donc w(#,) = 0. Pour L & # ., il existe k, tel que pour k > ky,

1+(log (log y*))* !
vr, OF) < (logy*) T up ().
Si r est tel que y*~1 <7 < y* alors
(2.1) vr, () < (log yr) ECED o)

et ainsi

:= limsu log vz, )
L= T—>+o£) logr

e—1
< limsup ((1 + (log (log 7)) ") log (log yr) n log vT(yr)>
F— 400 logr logr
< p.

11
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Définition 2. Une fonction dérivable p: 10,4 oo — ]0, +o00o[ est appelée
ordre précisé si elle admet une limite finie p a l'infini et

lir+n pr).rlogr = 0.
Un courant positif pluriharmonique 7' d’ordre p fini est dit de type minimal

(resp. normal, maximal) par rapport a un ordre précisé p(r), ou p(r) — p, si la
limite

D) _ 0 (resp. o(T) € 10, +ocl, o(T) = + o0).

o(T) := limsup T =

r—-+00

Comme conséquence des résultats précédents on généralise, au courant positif

pluriharmonique sur Gy ,, un résultat démontré par Gruman [8] pour les ensembles

analytiques et par Amamou-Ben Farah [2] pour les courants positifs fermés sur
prl = Gy

Corollaire 4. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p,p) sur C" d’ordre p fini et de type normal par rapport & un ordre précisé p(r).
Alors pour presque tout L € Gy, T)p, est de type normal ou maximal par rapport
a p(r).

Démonstration. Pour alleger I'écriture on note par o :=a(T) et a7, := ao(T\p).
Par hypothése, il existe une suite (r,),, croissante vers +oo telle que
V(1) 7 P0m) — g Soit

T"n
E= {LEQT; lim 7l

— c
e 0, pour tout o > O} U Q.

D’apres le Corollaire 2, £ est de mesure nulle. Pour L ¢ E, quitte a extraire une sous
suite de (v, )., il existe oy > 0 tel que ay, := lim sup vy, (ot7m) /vy (ry,) € 10,4+ 00].
m—-—+00

(2.2) Y1 o) v @orm) ven) gy L
(O(()/Vyn )/’(“07'7)1) VT (/r?%) TZ’(LT"L) L,—/ (xg(“()rm)
M y Q4(m) S
Q1(m) Q2(m) Qs(m) Qaom)

Sim — + o0, la premiere quantité Q;(m) admet une limite-supérieure inférieure ou
égale a gy, Q2(m) tend vers a,, Qs(m) tend vers o et Q5(m) tend vers «,”. Pour Qs(m),
le cas og = 1 est évident, dans l'autre cas, d’apres le théoréme des accroissements
finis, il existe c,, entre 7, et ayr,, tel que

10g (Q4(m)) = (/’(VW) - /)(0507'7;1)) IOg Vm = /)/(Cm)(l — 00) IOg Tm
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donc pour m suffisamment grand il existe une constante Cte > 0 tel que
|10g (Q4(m))| < Cte. |P/(Cm)0m 10g Cm|
et par suite log (Q4(m)) — 0 si m — +oo. En effet:

e Si o9 >1, on a ry,<cy, donc 7,logr, <cylogc, et on peut prendre
Cte = oy — 1.
e Siog<1,ona oyt <cCp<ry, donec

T logr, log 7,
m g m S leog‘ Cm g m

1 = ¢yl — o0log (otg7)
T 108 ¥y, = Cpy 108 Cpy Cm 10g Cm [o%)) log (ot07m)

et, pour m suffisamment large, on peut choisir Cte = 2(1 — o) /.

Si on tend m — + oo 'équation (2.2) donne a7, > a0/ ocg et donc 77, est au moins
de type normal par rapport a p(r). O

Remarque 2.

— S'il existe un Borélien £ de mesure non nulle de G, et une constante b > 0
telle que pour presque tout L. € £ on ait 7', est de type o7, < b par rapport a un
ordre précisé p(r) alors T est de type fini par rapport a l'ordre précisé p(r).

En effet, d’apres le Théoreme 1, il existe c;, ¢z > 0 tels que pour r > 0
(suffisamment grand) on ait

vr(r) - CIJ v, (c27)

R p(car)—p(r) p(car)
@ = (627,)/)(621‘) r Ca dp(L)

B
< erbu(Byren—r) 612’(027‘).

De plus, d’apres la démonstration du Corollaire 4, le terme de droite de cette
inégalité admet une limite finie (= clb,u(E)c’Z’) quand r — + oco.
— On a prouvé que

v,
{L cQp: lim (1)

=+4ooVa>0, C{L € Qp; g, =+00}
m—+o0 vT(G"m)

et on a le premier ensemble est de mesure nulle (voir le Lemme 3 suivant). A-t-
onlensemble {L € G, \ Eo; 07, = +00} est aussi de mesure nulle? c’est a dire
que T';, est-il aussi de type normal par rapport a p(r), u—presque partout?

Lemme 3. Awvec les mémes notations du Corollaire 4, l'ensemble

vy, (o)
Ao 1= {LGQT; Jor >0, lim M:—i—oo}
m—-+oo vy (Ty)

est de mesure nulle.
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Démonstration. Pour tout s € N*, on considére 'ensemble

A, = {LGQT; lim M—0}.

m—+00 V1, (87m) B

Si L € .74 alors pour tout s > oy, on a L € A;. Done .7, C Ugen-As. Par suite
pour montrer que u(.7Z) = 0 il suffit de montrer que w(4;) = 0 pour tout s € N*.
Supposons qu’il existe sy > 0 tel que A, soit de mesure u(4,,) > 0. On a pour tout
L € A, mliqloo vp(rm)/ v, (S07m) = 0. D’apres le théoréme d’Egorov, on peut sup-
poser que la convergence de cette suite vers 0 est uniforme sur A,. Soit ¢ > 0, il
existe m, > 0 tel que pour tout m > m, on a

2.3) 1) oy e g,

vy, (SoTm) ~

D’autre part, d’apres le Lemme 1, pour tout 7 > 0 on a

[ e somdu@y < [ vn suradu@y = vetsurs.

4, Gon

Donc

(24) J TSt o 1y <1
. VT(SOTm) / -

50

Les deux inégalités (2.3) et (2.4) donnent, pour tout m > m,,

G _ J vr(Pm)
vr(SoTm) vr(SoTm)
J v (Po) VT‘L(SOVm)

vy, (S07m) vr(SoTm)

J VT‘L(SOVm)

8 S —

vr(SoTm)
4y,

1(Ag)

du(L)

du(L)
du(L) <&

c’est a dire que mlgfoo vr(r) /vr(8oTm) = 0. Done

o= VT(Tm)
T Mm——+00 0(Tim)
"
= lim r7(rm) X vr(Sorm) s« §PS0Tm) o pp(s07)—p(r)
m—too \vr(So¥im)  (8g7) "™ 0 m

=0

ce qui est absurde car ¢ > 0. O
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Modulo une petite perturbation, il existe un ordre précisé () par rapport auquel
T ainsi que Tz, pour presque tout L € G, sont de types minimales et c’est donné
par le lemme suivant:

Lemme 4. Si T est de type normal par rapport & un ordre précisé p(r) alors
pour presque tout L € Gqy, T, est de type fini (minimal ou normal) par rapport G
lordre précisé
n log (log(e — 1+ 7))

p(r) Tog 7

r#1
() =
MD+E str=1.

En particulier, si T est de type minimal par rapport a p(r) alors T et T, pour
presque tout L € Gy, sont de types minimales par rapport a y(v).

Démonstration. Vérifiant d’abord que y(r) est bien un ordre précisé. En
effet y est dérivable sur ]0 + oo et on a y(r) - pet
r——+00

1 B 1 log(og(e—1+7))
(e—1+m7rlogr logle—1+7r) rlogr log (v)

7 @) =p(r)+

done rlog (), (r) R 0.

D’apres linégalité (2.1), pour tout s€ N, s >2, en prenant e=1/s et
y=141/s, il existe un ensemble négligeable .7, de G, vérifiant pour tout

L¢ 7,
vy, (1) < vp ((1 —i—%)r) <log (1 + %)r

Soit .7 := Us»9.7 5. Alors .7 est négligeable et pour tout L ¢.7 on a

vy, (r) < vp ((1 + é)r) <log (1 +§)7"

Comme la fonction vy est semi-continue supérieurement, si on fait tendre s vers + oo

) 1+(og (log r)) "1/

1+(og (log 1)) ~1+1/8
) Vs>2.

dans l'inégalité précédente on obtient
vy, (1) < (log ) *1/10800gM,, (45) — ¢ log (r)vp(r).

Par suite

vy, (1)

e = ea(T).

. vp(r)
<1 1
< mswpeloB(0) gt T

lim sup

r——+00
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3 - Ordres directionnels

Dans cette section on s’intéresse au ordres (et ordres directionnels) des
courants positifs de bidegré (k, k) dans CN =" x ™ok < n; on utilise alors les
notations £, = dd®|z[%, f, = dd°|t|, o, = dd‘log|z* et o; = dd¢log|t|* pour tout
(z,0) € C" x C™,

On a besoin du lemme de type Lelong-Jensen suivant:

Lemme 5 [6]. Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegré
(k, k) dans CN =C" x C™ ou k<n et D un borélien relativement compact de C™.
Alors pour tous 0<ry <7y,

1 m—k m n—k m
Tz(n,k) T /\ﬁz /\ﬁt - 7'2(71,]6) T/\ﬁz A t
2 BwxD 1 B,eoxD
= YN
By (ry,r2)xD

r2
1 1 m—k—1 m
+ J (Szmio - 7"22—(""“)> sds J dd’T A B Wy

1 By (s)xD

1 1 1 4 —k—1 17
+<Tf<”’°>_ ngk)> [sas | aawrnprag

0 B (s)xD

Par conséquent, la fonction

’i"i—h/i//‘(T’D)(’l") = TN ﬁ:b_k A ﬁ;ﬂ

y2(n—k)
B, (r)xD

est positive et croissante, ce qui explique I'existence du nombre de Lelong di-
rectionnel, ./ ¢y py(0) := H%ﬂ A «.p)(r),de T en 0 par rapport a D suivant la direction
r—

de C". On définit alors 'ordre directionnel de T par rapport a D, suivant la direction
de C", par:

. log.J .(T, D) r)
P = BRI Togr

Proposition 1. Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegré
(k, k) sur CN = C" x C™ oi k<n et D un borélien relativement compact de C™. St
T est d'ordre p fini alors T est d’ordre directionnel pqp, fini qui vérifie
Py < 2m+p.
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Démonstration. Sid > 1 alors il existe » suffisamment grand tel que 1B,,(r) x
D c By (or).
1

(@r*"'vp(or) = (Or)Zn P

J TAB, + )N+
By (or)
1

—k

B, (r)xD
2 5*2(%716)./1,/"(7"1))(,’,).
log [0 v (or)] 108G )

Tog > log 7 et en passant a la limite supé-

Donc

rieure quand r tend vers +oo, on obtient 2m +p > pi ) et la proposition est
prouvée. O

Dans la suite on s’intéresse a la réciproque, a savoir la question suivante : si 7" est
d’ordre directionnel fini, a-t-on que T est d’ordre fini? Une réponse partielle positive
est donnée par le Théoréme 3; pour le citer on a besoin de quelques notions: Pour B
un borélien relativement compact de C", on définit de la méme maniére I'ordre
directionnel de T par rapport & B suivant la direction de C™ comme étant
P, = limsup W ou . Zpr(r) =

r—+o00

) m—k
m f T/\ﬁz/\ ¢ . Le lem-
Bx By (r)
me suivant sera utile pour la suite, et sa démonstration est analogue a celle du

Lemme 2.

Lemme 6. Soient S un courant positif de dd°—négatif de bidegré (k,k)
sur CN = C" x C™ o k<n et D un borélien relativement compact de C™. Soit
f ume fonction psh, f> —1, de classe C* sur un ouvert © de C" telle que
O = {z € O; f(2)<0} soit relativement compact dans O. Soit K un compact de

O, on pose cx = —sup f(z).
zeK

Alors pour tout entier 1 < s < n — k et pour toute fonction g psh de classe C? sur
O vérifiant —1 < g<0 on a:

J S A @ddg) ™ AT < ¢ J S A @dF) A (@ddig)" > A B,

KxD O'xD

Théoréme 3. Soit T un courant positif pluritharmonique de bidegré (1,1)
sur CN=C"x C™ on n, m>1. On suppose qu’il existe deux ouverts non vides
relativement compacts D et D' de C" et C™ respectivement tels que T soit
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d’ordres finis dans les divections de C™ et C" par rapport a D et D', alors T est
d’ordre fini.

Démonstration. Pourr» > 0ona By(r) C K, := B, (r) x B,,(r), done

j— 1 NnN+1m—
y2(m—1) J TN+

By (r)

J T A (ﬁz +ﬁt)n+m_l-

K,

vp(r) =

(3.1) )

— 7;2(17/+mf 1)

Comme D est un ouvert non vide de C", il existe une fonction psh « (la fonction
extrémale de Siciak associé & D ) de classe 2 sur C" telle que la mesure (dd‘u)"
soit & support dans D. De méme il existe une fonction v psh de classe % sur C"™
telle que la mesure (dd°v)” soit portée par D’. De plus elles vérifient
max (log |z], —1) < u(z) < log 2] + A pour tout z € C" et max(log|t|, —1) < v(t) <
log |t| + C pour tout t € C™ ou A et C sont deux constantes. Considérons ¢ > 0 et

la fonction
u(z) — A @) - C
=l——-1 — 1.
wez,t) (log(l +27) ) + (log 1 +2r)
Alors w est une fonetion psh de classe €2 sur CV qui vérifie, pour r assez grand,

w > —e¢ sur le bord de Kp,. Donc 'ensemble O := {(z,?) € CN; w(z,t) +2¢<0} est
relativement compact dans Ky,. De plus K, CC O. Soient

2|2 + |t)F — 42

¢, = — sup w,t)=0 42

o)
——— ) et gz, 1) =
ek <log aQ+2r

D’apres le Lemme 2,

J T A (ddcg)nﬂnfl < C;(nerfl) T A (ddcw)njtmfl

< S

KI'
< C;(nerfl) T A (ddCU))n+m71.
Ko
Donc
(32) m J T /\ (ﬂz + ﬁt)yH}m*l S 0(7')@]‘(27')
K‘f
4 n+m—1 .

1 — — c N+1M—

ou O(r) = (C'r og (@ T 27”)) et O72r) K{ T A (dd(u + v)) . Comme
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¢, log (1 + 2r) est bornée indépendamment de 7, il existe a > 0 tel que 0(r) < a pour
tout » > 0 (suffisamment grand). Par raison de degré,

Or2r) = J T A (ddf(u + ,U))nwtmfl

Kz;-
=, J T A (ddu)" ™ A (dd°v)™ + CY_, J T A (ddu)" A (ddv)™
Kg,r KZT

= Oy, J T A (dd°u)" ™ A (ddv)™

B (@r)xD’
(3.3)
+CY J T A (ddu)" A (ddCv)™ !
DxB,(2r)
< bCY J T A (ddu)™ " A B
B.(2r)xD’

+bsCY J T A B A (ddv)™ !

Dx B, (2r)

ol b et be sont deux constantes positives qui dépendent uniquement de D’ et D

respectivement. | |2 @ &) — A — loz 3r)
. 2P =G _u@@)—A—log@Br) . 144
ot B e = =1
Soient f(z) Gr? et g2(2) Tog (<) ou K +3e ) f est
psh sur C", —1< f(2)<0 sur B,(8r) et —1 < ¢2(2) <0 sur B,(3r). Le Lemme 6 ap-

pliqué A f, g et K = B,(2r) donne

5
B (2r)xD’ B.(31)xD’

n—1
J T A (ddcg2)nfl /\ﬁ;n § <9> J T A (ddcf)nfl /\ﬂ;n

on obtient done

. 9 S
J T A (ddu)" " A < (5 log (K?")) N (Tﬁ)(SV).
B, 2r)xD’
De la méme fagon on démontre que

B 9 m—1 /
J T ABYA(ddov)" ™ < (5 10g(m”)> Ay 37)-

Dx B, (2r)
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L’inégalité (3.3) donne

J T/\ (ddc(u +q)))17,+m—1

(3.4) Ko

n—1

9 m 9 .
< 0iCy¥_, (5 log (w)) .//Z(ET)(?)T') + b2Cy_4 (5 log (m")) /4 (Tﬁ)(?w).

D’apres les inégalités (3.1), (3.2) et (3.4), on déduit que

vr(r) < c1(log ()"

(T,ﬁ) (37‘) + C2 (log (K,;,,))’M— ! //4(57') (3/'/.)

ol ¢, ¢ sont deux constantes positives. Un calcul simple montre alors que

logr

logr logr ’ logr

log (vr(r)) _ 7+ N log log ) ' max <log I 5,37 log (.,//4(51)(31#))>

et par passage a la limite supérieure quand r tend vers +oo, on trouve
p < max (,0<Tﬁ)7/7(57;p))- (|
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