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ACHILLE MAFFINI (%)

Ur’indagine sul concetto di funzione

nella scuola secondaria (*%*)

In memoria di Francesco Speranza

0 - Perché un’indagine sul concetto di funzione

L’idea di fondo che ha sorretto il lavoro risiede nel ritenere che il concetto di
funzione, visto come portante nell’approccio didattico della matematica nella scuo-
la italiana, sia tutt’altro che chiaro e definito e soprattutto non sia trattato con
continuita nelle varie tappe in cui viene presentato.

In un articolo del Prof. Youschkevitch [Y] «Le concept de fonction jusqu’au
milieu du XIX® siecle» apparso in «Archive for History of Exact Sciences» (1976)
si esamina come si e evoluto il concetto di funzione nei secoli. Nel lavoro si & volu-
to altresi vedere come tali concezioni si siano radicate, al di 14 dell’evoluzione sto-
rica, nell’attivita didattica.

Si & cosi partiti dall’esame di 23 libri di testo M trai piu diffusi (12 del triennio
e 11 del biennio) per vedere come in essi vengano presentate le funzioni; a questo
proposito si sono evidenziati approcci anche molto diversi. Di seguito verranno
elencate le presentazioni dei testi analizzati mentre alla fine del paragrafo saran-
no sintetizzati i risultati in una scheda riassuntiva.

(*) ULRD (Unita Locale Ricerca Didattica) ¢/o Dipartimento di Matematica, Universi-
ta, 43100 Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 10 Febbraio 2000. Classificazione AMS 97 C 30, 97 U 20.

() Le tabelle riassuntive dei testi esaminati sono riportate alla fine del paragrafo. La nu-
merazione a sinistra rimanda all’elenco dei libri di testo riportato in bibliografia.
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Riassumendo:

1) Nei libri del triennio, 9/12 forniscono una visione del concetto di funzione
di tipo euleriano (?) , mentre 2/12 forniscono una visione insiemistica (*) (uno non
si sa...). Questi rapporti mutano decisamente al biennio (6/11 euleriana, 5/11 insie-
mistica), ma meno di quello che forse ci si potrebbe aspettare.

2) A livello terminologico, nei libri del triennio 8/12 presentano la funzione
in modo dinamico (da A a B oppure di A in B), mentre 2/12 in modo statico, anche
se non c’e corrispondenza tra la visione insiemistica e la presentazione statica.
Due testi cambiano dizione dal concetto di relazione a quello di funzione. Nei testi
del biennio 8/11 presentano la funzione in modo dinamico e 3/11 in modo statico;
ben 5 testi cambiano dizione dalla definizione di relazione a quella di funzione. In
due testi c’e¢ corrispondenza tra la visione insiemistica e la dizione statica.

3) I testi che usano le variabile x ed y per indicare rispettivamente gli ele-
menti del dominio e del codominio sono 6/11 al biennio e 4/12 al triennio. Forse
erano piu attesi rapporti contrari, ma rimane il fatto che circa la meta dei testi
esaminati usi solo quelle variabili.

4) Nei testi del triennio 9/12 indicano con il termine «codominio» l'insieme
delle immagini mentre nei testi del biennio questo succede in 7/11.

Da qui si é cercato di capire, attraverso un questionario (riportato in appendi-
ce alla fine del presente lavoro), quali aspetti venissero piu evidenziati da parte
dei ragazzi (o quali aspetti risultavano piu radicati nei ragazzi), anche al di 1a del-
Peffettiva intenzione della presentazione didattica del concetto. Cosi, rispetto ad
altri studi classici sul concetto di funzione (come [V] e [VD]), si & ad esempio volu-
to vedere quale ruolo giochi la continuita nell’interiorizzazione del concetto di fun-
zione, se viene recepita la differenza tra funzione e grafico (soprattutto di caratte-
re empirico, contrapponendolo quindi al concetto pil strettamente matematico),
come viene visto il dominio di una funzione, quali scritture posso ricondurre a fun-

(®) La definizione di Eulero, riportata da [Y], ricalca quella proposta dal suo maestro J.
Bernoulli nell’articolo «Remarques sur ce qu’on a donné jusqu’ici de solution des problémes
sur les isopérimetres» del 1718 (Définition. On appelle fonction d’une grandeur variable
une quantite composée de quelque maniére que ce soit de cette grandeur variable et de con-
stantes). Eulero fornisce la sua definizione nel cap. 1 del vol. 1 del suo «Introductio in analy-
sis infinitorum» del 1748: «Une fonction de quantité variable est une expression analytique
composée de quelque maniére que ce soit, de cette quantite et de nombres ou de quantités
constantes».

In sostanza la definizione euleriana tende a vedere la funzione come legge (o espressio-
ne) che lega due variabili.

(®) La definizione insiemistica si riallaceia chiaramente alla tradizione bourbakista.
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zioni e il ruolo delle variabili in tali scritture, come viene visto il concetto di ugua-
glianza tra funzioni ed infine come vengono sentiti gli aspetti piti specificatamente
logici (sintattici, semantici e morfologici) coinvolti dal concetto di funzione (al ri-
guarda si veda [M]). L’aspetto logico é stato ritenuto particolarmente importante
perché, oltre alla visione che si porta «dentro» risulta anche quello pili trascurato
o trattato meno correttamente dai libri di testo.

Non ci si e invece preoccupati delle proprieta delle funzioni, ritenendo questo
un passo successivo e meno importante per la loro comprensione.

1 - Il questionario

In relazione agli obiettivi sopra espressi, la costruzione degli items del questio-
nario é stata fatta fissandone le finalita, i problemi associati, gli aspetti logici e le
relazioni con gli altri items. La sintesi di questo lavoro & riportata nella tabella
allegata.

Il questionario € stato successivamente somministrato a 99 studenti cosi
suddivisi (4);

Sigla I 11 1A% Va Vs
Classe 1% Liceo 2¢ ITC 4* ITG 5* Liceo 5* Liceo

Scientifico PNI Artististico Linguistico
N° alunni 28 22 19 16 14

Il questionario & citato in appendice, mentre di seguito verranno riportate le
tabelle con le presentazioni dei vari items, le finalita, i problemi sottesi, gli aspetti
logici specifici, i legami con gli altri items.

Successivemante verranno riportate le frequenze delle risposte ai vari items.
Le risposte sono state elaborate con Excel. Inoltre sono stati messi in luce gli
aspetti logici relativi alle varie risposte (sintattici, semantici e morfologici) per una
loro analisi successiva.

() Si ringraziano i docenti Patrizia Bonifazi, Silvia Dalla Noce, Romano Superchi e Cri-
stina Valenti per la collaborazione nella somministrazione del questionario.
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Griglia di valutazione del questionario
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Nelle tabelle seguenti sono riportati le risposte ai vari items con le loro fre-

quenze. Si sono volute evidenziare le risposte che indicavano specifici aspetti logi-
ci; in particolare in corsivo sono evidenziati gli aspetti sintattict, in grassetto quel-
li semantici e in grassetto corsivo quelli morfologici.
Risposte agli items 1 e 2:

l.a E una funzione? 1.b Dominio / Risposte a 2
Codominio

Cambio variabili 3 | Dominio aut Nessuna risposta 11
codominio

Nessuna risposta 37| +variabili 0 | No 5

No 0 | +intervallo 1 | No motivato 50

No motivato 2 +insieme 0 | No motiv.+discontinuita | 11

(+discontinuita con rette)| 5

Si 36 | Dominio e Si 7
Codominio

St motiv. (prop. inv.) 9 | +variabili 31] Si motivato 11

Si motiv. con funzionalita | 12 | +intervallo 16| Si motiv.+discontinuita 4
+insieme 3

Risposte all’item 3 (i numeri riportati accanto alle risposte f serviranno per la va-
lutazione successiva degli aspetti sintattici e semantici)

a (b [g |h c d e f
Non ri- 9 |16 |42 |6 |Non risp. 21 |Nonrisp. |30 |Non risp. 37 |0. Nonrisp. |84
sponde
No 24 (14 (20 |60 |Interv. giorni |10 |Intervallo, [19 |Mesievalori |25 1. Coppie o 4
asse X assey tabularmente
Nomoti- |4 (1 [3 |30 |Mesi 51 |Valori 1 |Punti 22 |2. altro 4
vato segnati
Si 51 (66 |33 |3 |altro 17 |Valori, nu-{18 |Coppie 2 (3. legge 7
meri,
punti Mib.
Simotivato (6 |2 |1 |0 Indice 4 [Mesiovalori |9
Altro 26 |Altro 4
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Risposte agli items 4-9

4 5 6
a b c d e a | b c d a | b c d
no 35 | 77 | 43 | 61 | 38
no motiv 0 4 2 3 0 0 0 1 0 0 0 0 0
si 20 |11 |30 [ 21 | 30 ) 25 | 14 | 16 | 34| 14 | 23 | 35 | 26
si motiv 39| 7|24 |14 |31] 3 0 3| 4 0 1 4 3
7 8 9
a b c d a b ¢ d a b c d
no
no motiv 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
si 62 35 1 6 26|32 3 (3] 73| 4 4 1
si motiv 3 0 0 0 1 3 0 2 9 0 0 0

2 - Valutazione del questionario

Le analisi delle tabelle precedenti verranno proposte relativamente agli aspetti
specifici presi in considerazione. Puo essere interessante leggere tali risultati alla
luce di quelle delle proprie aspettative di risposte da parte degli alunni di fronte
alle varie questioni.

Val la pena di soffermarsi sulle risposte alla domanda 3.e), per certi aspetti la
pit ambigua del questionario. Accanto ad un buon numero di risposte non date
(circa un terzo) si nota che il maggior numero di risposte sono mesi e valori (25,
di cui 8/V, 4/1V, 2/I1 e 9/I; quindi equamente distribuite tra biennio e triennio) e
punti (22, che diventano 24 se si considera anche coppie, di cui ben 18 in II). Il
primo tipo di risposta, che & stato definito di tipo procedurale, fa pensare ad una
procedura che leghi i mesi ai valori, a prescindere da questioni di carattere empi-
rico che un grafico come questo farebbe pensare. Per contro chi risponde «punti»
sembra legato piti ad una visione empirica. A parte questo, cio che preme eviden-
ziare & come nella prima risposta si dia risalto agli insiemi come elementi della
funzione, mentre nel secondo alle coppie di valori corrispondenti. L’ambiguita del-
la domanda poteva indubbiamente generare una confusione tra il concetto di ele-
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mento e quello di componente (se si vede la funzione come terna ordinata), cosa
che non e successa. Questo comunque non autorizza a pensare che i ragazzi si sia-
no accorti di questa distinzione, quanto piuttosto che probabilmente I'aspetto pro-
cedurale o quello grafico sono pitt immediati relativamente al problema «elemento
di una funzione» rispetto all'idea di terna.

Come detto, la valutazione del questionario é stata fatta utilizzando Excel ed
esaminando soprattutto alcune caratteristiche ritenute peculiari, quali la continui-
ta e gli aspetti logici connessi alle varie questioni.

2.1 - Valutazione continuitd

Sono stati considerati 4 punti:

a) il dominio e il codominio della domanda 1 (il concetto di continuita viene vi-
sto espresso dagli intervalli), a cui e stato assegnato un punto

b) la motivazione per non rappresentare una funzione il grafico dell’es. 2 moti-
vato con la non continuita, a cui e stato assegnato 1,5 punti in quanto piti marcato
come concetto

c) le risposte alle domande c¢) e d) del quesito 3, a cui sono stati assegnati 2
punti (1+1) nel caso siano stati indicati intervalli.

In fase di presentazione degli items uno degli obiettivi era vedere quanto il
concetto di continuita di una funzione sia presente nei ragazzi. Cosi nel triennio 27
ragazzi su 49 hanno ottenuto almeno un punto (di cui 11 almeno 2 punti) rispetto
ad un ipotetico «zero» visto come punteggio di equilibrio nel caso in cui le risposte
fossero date secondo la normale prassi, mentre al biennio hanno ottenuto almeno
un punto 13 ragazzi su 50 (di cui 3 almeno 2 punti). Forse il risultato piti sorpren-
dente e proprio quello del biennio. In effetti nel triennio e piu diffusa la tendenza
a considerare le funzioni in modo euleriano, identificandole con la legge che le
esprime o addirittura vedendole solo attraverso una legge. In quest’ottica non do-
vrebbe stupire come il concetto di continuita (non in senso locale, ma intuitivamen-
te globale, vedi [N](®)) si vada sempre pitl radicando negli anni risultando stretta-
mente legato a quello di funzione, anche perché nel triennio, quando si passa al
piano cartesiano, si studiano funzioni «quasi ovunque continue». Pili sorprendente,

(®) «Le continu au sens courant, non tecnique du terme, réleve des perceptions immédia-
tes, naturelles, liées au temps et a I'espace. C’est une sensation tellement familiare que c’est
une propriété des choses a laquelle on ne préte pas attention; ce que ’'on remarque, ce sont
plutdt les ruptures, les points de discontinuité.»
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si diceva, il risultato del biennio in cui a parte 'introduzione dei numeri reali non
c’e@ un contatto diretto con la continuita.

Questa presenza della continuitd non in senso tecnico come proprieta locale,
ma nel senso di cui parla Nordon [N] & dimostrato da alcune risposte del questio-
nario: in prima superiore, quando la continuitad non e stata introdotta, su 28 stu-
denti 7 forniscono risposte «continue» nell'item 1, 2 nell’item 3.c) e 6 nell’item 3.d);
nella seconda superiore in cui i programmi prevedono l'introduzione dei numeri
reali, su 23 studenti, 1 nell’item 1, 1 in 3.¢) e 3 in 3.d). A tale continuita «intuitiva»
fanno riferimento anche i media quando presentano grafici di interesse economico
o0 sociale in modo «continuo» (item 3), anche quando tali grafici si riferiscono a da-
ti discreti. L’abitudine al continuo sembra ostacolare le risposte nel caso dell'item
1 a studenti di IV e V superiore: su 49 studenti, rispondono solo in 24, per 12 dei
quali la tabella e la tabella di una funzione con dominio e codominio dati da inter-
valli; solo 1 non utilizza la continuita. La difficolta dei ragazzi del triennio nel ve-
derla come una funzione e riscontrabile anche nel numero delle risposte negative
o mancate: 12/V, 13/IV, 5/11, 9/1. In questo senso non sono da trascurare le moti-
vazioni alle risposte date nell'item 2: 2/Vs, 1/Va e 13/IV giustificano la risposta ne-
gativa con la discontinuita. Tutto cio fa pensare che la continuita nel senso di Nor-
don possa rappresentare un ostacolo epistemologico alla definizione strutturale
del concetto di funzione (vedi anche [G]). Questo fa ritenere il concetto di continui-
ta come «naturale».

2.2 - Valutazione aspetti sintattici, semantici e morfologici

2.2.1 - Criteri valutativi

La valutazione ¢ stata effettuata seguendo due strade d’indagine: le condizioni
legate al quesito 3 e quelle relative ai quesiti 5-8.

Per il quesito 3 la valutazione & presentata mediante un diagramma ad albero
in fasi successive, partendo dalle risposte alle domande a) e b).

Nella prima fase sono state prese in considerazione le coppie di risposte (moti-
vate e non)

(A) No-Si (sintattica)

(B) Si-Si (semantico-sintattico)

(C) Si-No (semantico).

A partire da queste si sono valutate le risposte di g) ed f) (nell’ordine) secondo
un grado decrescente di «sintatticita» e crescente di «semanticita» seguendo lo
schema ad albero sotto proposto (per le risposte 0, 1, 2, 3 relative alla f) si riman-
da alla Griglia di valutazione del questionario)
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PROSPETTO (A)
g f Punteggio attribuito
@ ® © o  ®
1 7 13 -6 19
2 8 14 -5 20
2-3 3 9 15 -4 21
Non risponde /
K@ © >
0-1 4 10 16 -3 22
No 2-3 5 11 17 -2 23
0-1 6 12 18 -1 24

Come detto, il punteggio attribuito segue una scala crescente di semanticita e de-
crescente di sintatticita. A parte sono stati considerati i casi

(D) Non risponde-Si (massima sintatticita)

(E) Si-Non risponde (massimo semanticita)

a cui sono stati attribuiti i valori espressi nel grafico.
Ai casi

(F) No-No

(G) Non risponde-Non risponde
E stato attribuito il valore 0 indipendentemente dalle risposte di g) e f)

La valutazione sulla visione semantica o sintattica del concetto di funzione e
stata esaminata anche relativamente agli aspetti di questo tipo che emergono dai
quesiti 5-8 e che sono evidenziati nella Griglia di Valutazione.

In particolare si sono esaminati i punti 5 a, b, ¢; 6 a,b, c; 7a, b, ¢; 8 a, b, d asse-
gnando 1 ad ogni risposta «semantica» e — 1 ad ogni risposta sintattica e succes-
sivamente sommandoli tra di loro. Visto che I'equilibrio dovrebbe essere 1 (sem-
pre rispetto all'usuale prassi didattica), ogni punteggio inferiore o superiore a tale
valore fa propendere piu verso una visione che rispetto all’altra. Tale risultato &
stato poi confrontato con quello ottenuto in precedenza.

Per gli aspetti morfologici sono state considerate le domande 5d, 6d, 7d e 9b a
cui e stato attribuito 1 punto per ogni risposta affermativa. I valori sono stati poi
sommati per un punteggio complessivo compreso tra 0 e 4 (inclusi).



110 ACHILLE MAFFINI [20]

2.2.2 - Analisi

Per quanto riguarda gli aspetti sintattici e semantici coinvolti dal questionario,
si sono volute tenere distinte le due questioni poiché le richieste partono da conte-
sti diversi: in 3 da un grafico, in 5-8 da leggi, anche se I'idea di fondo passa per il
confronto dei risultati ottenuti nei due percorsi.

Per litem 3 l'equilibrio puo essere visto intorno ai punteggi 9-10. Dall’analisi
dei risultati emerge come non sembri prevalere una visione rispetto all’altra: 45/99
propendono per una visione sintattica mentre 40/99 per una visione semantica,
senza sostanziali differenze tra le risposte del biennio e quelle del triennio. Questo
equilibrio tra le risposte muta drasticamente se si tolgono i risultati della classe
Va in cui 11/16 hanno dato una lettura semantica dell’item: in questo caso i rap-
porti diventano 41/83 e 29/83 facendo aumentare cosi in modo significativo la
forbice.

Il risultato & interessante e per certi aspetti sorprendente. Grafici come quello
proposto costituiscono forse il legame pit forte tra il concetto matematico di fun-
zione e la quotidianita di chi, con le funzioni, ha apparentemente poco a che fare.
Com’e noto il maggior costo (ad esempio in termini di bit) di un’immagine (grafi-
co) rispetto ad uno scritto (legge) viene ripagato dal maggior numero di informa-
zioni che I'immagine porta con sé, purché correttamente lette. Il fatto che sia pre-
valsa una visione sintattica comporta un rafforzamento dellidea che sotto al grafi-
co «ci sia qualcosa» o meglio che il grafico sia «regolato» da qualcosa. In questo
senso risulta significativo il dato relativo alla classe I (13/28 «semantici» e 7/28
«sintattici») in cui I'insegnamento della fisica comporta nei ragazzi I'abitudine a
rappresentare dati sperimentali sotto forma di grafico, senza un’eccessiva preoc-
cupazione della loro provenienza. Questa visione trova conferma se si va ad analiz-
zare il numero dei ragazzi che hanno risposto nello stesso modo (positivamente o
negativamente) agli item 2 e 4.e) che in prima sono solo 10/28, contro i 21/30 ri-
scontrabili nelle due quinte (%).

Questo non comporta che il salto epistemologico che soggiace al passaggio dal
grafico di una funzione alla sua legge sia stato fatto in quinta rispetto alle classi
del biennio. Dei 38/99 ragazzi che hanno escluso che 4.e) sia una funzione, nessuno
ha motivato la sua risposta; in particolare nessuno ha citato la discontinuita, come

(®) Non si & tenuto conto delle risposte delle classi IT e IV in quanto un problema nella fo-
tocopia poteva far sembrare la relazione non funzionale (i due pallini in corrispondenza del 2
sembravano entrambi pieni). Volendo tener conto di tali risposte si dovrebbe quindi invertir-
ne la lettura.
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era invece stato fatto, per I'item 2. In Va, poi, 2 alunni classificano il grafico dell’i-
tem 2 come quello di una funzione a tratti, mentre 3, distinti dai precedenti, classi-
ficano 4.e) come funzione a tratti. Il significato stesso di una dizione come «funzio-
ne a tratti» € ambiguo e fuorviante e si ricollega ad un concetto di continuita eule-
riana (") (si veda anche [ML]). D’altro canto la «scrittura» 4.e) & 'unica tra quelle
proposte che ha una valenza semantica per quanto riguarda gli insiemi numerici
coinvolti. Cosi se alle formule che esprimono le aree & possibile associare un’inter-
pretazione geometrica, nulla viene obiettato rispetto ai possibili insiemi in cui pos-
sono variare le indeterminate coinvolte.

L’analisi degli item 5-8 ha invece creato un divario significativo tra biennio e
triennio. In effetti su 50 studenti del biennio 29 hanno fornito risposte orientate
verso una visione sintattica, mentre 10 sono verso una visione semantica. Le per-
centuali si capovolgono al triennio: 26/49 «semantici» e 9/49 «sintattici» (addirittu-
ra 22/30 «semantici» e 1/30 «sintattici» se si considerano solo le classi quinte).
Questo fa pensare che nei ragazzi del biennio sia ancora forte il ruolo svolto dal
calcolo letterale e non sia, per contro, ben chiara la distinzione tra frazione alge-
brica e funzione razionale fratta (evidenziabile anche nelle risposte a 4.b dove su
18 ragazzi che la classificano come funzione 10 appartengono alla classe prima);
ben diverso il discorso relativamente ai ragazzi del triennio, i quali tendono natu-
ralmente ad interpretare la legge in R (vedi [G]) e a trascurare gli aspetti morfo-
logici a scapito del «risultato» ottenuto.

Questo fatto trova riscontro nella valutazione morfologica effettuata sugli item
5.d), 6.d), 7.d) e 9.b) in cui, assegnando un punto ad ogni risposta positiva e posto
uguale a 1 I'equilibrio (in base alle risposte che avrebbero dovuto dare secondo 'usua-
le prassi didattica), i ragazzi di quinta che hanno ottenuto un punteggio inferiore a 1
sono 14/30 contro i 7/30 che hanno ottenuto un punteggio superiore a 1 (nel complesso
del triennio 19/49 e 12/49), anche se questo risultato non & molto diverso da quello ot-

(") «Nel senso di Eulero, continuita significa invariabilitd, immutabilita della legge dell’e-
quazione determinante la funzione su tutto il dominio dei valori della variabile, mentre la di-
scontinuita di una funzione significa un cambiamento della legge analitica, I'esistenza di leggi
differenti su due o pil intervalli del suo dominio. Le «curve discontinue», spiega Eulero, sono
composte da parti «continue» e, giustamente per questa ragione, chiamate «miste o irregola-
ri»; cosl chiama qualche volta tali curve «meccaniche». In geometria, secondo Eulero, sono le
«curve continue» ad essere principalmente studiate. Le funzioni e curve «discontinue» o «mi-
ste» del volume 2 di I'Introductio corrispondono alle nostre funzioni a tratti; & per questo che
il loro inserimento nell’analisi matematica non ha apportato delle estensioni essenziali al con-
cetto di funzione». Traduzione da [Y].
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tenuto dai ragazzi del biennio dove 23/50 hanno ottenuto un punteggio inferiore a 1
contro i 7/50 che hanno ottenuto un punteggio superiore.

Passando infine ad un raffronto fra le risposte a 3 e a 5-8 si conferma una ten-
denza alla semanticita nel triennio e ad una sintatticita al biennio. Per rendere i
risultati di piu facile lettura sono stati sintetizzati nella seguente tabella, in cui in
ogni cella & indicato (per classe) il numero di alunni che hanno evidenziato

Sint Sint-N Sem Sem-N N

I 4 8 3 2 11
II 9 2 3 3 5
v 4 7 2 3 3
Va 0 0 8 3 5
Vs 1 2 2 4 5
Tot 18 19 18 15 29

Sint: entrambi risultati sintattici;

Sem: entrambi risultati semantici

Sint-N: un risultato sintattico ed uno neutro

Sem-N: un risultato semantico ed uno neutro

N: entrambi risultati neutri (raro) oppure uno sintattico
ed uno semantico (non & prevalsa una visione sull’altra).

Come si pud osservare, a fronte di un equilibrio sostanziale tra le due «visioni»
(confermato anche dal terzo circa che ha una posizione complessivamente neutra)
ci sono sensibili differenze tra il biennio ed il triennio, a conferma di un’abitudine
(che tende a consolidarsi soprattutto in quinta) allidentificazione di una legge che
definisce una funzione con il grafico della stessa.

Questo fatto e confermato anche da alcune risposte dell'item 1. Infatti 9 alunni
(tutti del triennio) giustificano I'essere una funzione quella rappresentata dalla ta-
bella col fatto che i valori corrispondenti sono legati da una proporzionalita inver-
sa (senza osservare che uno dei valori della prima colonna ¢ zero). Questo proba-
bilmente dipende dal fatto che la legge della proporzionalita inversa intesa (in mo-
do errato) come legge che lega due variabili che procedono con monotonie oppo-
ste, & fortemente radicato nel substrato culturale degli alunni, ma probabilmente
dipende anche dalla marcata esigenza che hanno i ragazzi soprattutto del triennio
di cercare una legge, vista la loro abitudine a trattare funzioni analitiche.
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Le domande che richiedevano delle motivazioni sono sicuramente le piu inte-
ressanti, in quanto piti espressive della visione degli alunni, anche se sono stati re-
lativamente pochi coloro che hanno fornito delle giustificazioni. Si riportano, con
le relative frequenze, le pil significative e «gettonate» dell'item 4.

Giustificaziont delle risposte all’es. 4 (con frequenze)
Risposte positive

1) Perché hanno una variabile dipendente

2) Hanno una variabile dipendente ed una indipendente
(Perché ho due variabili)

3) Esiste almeno una variabile

4) Perché uguaglio due relazioni

5) Stabilisce una relazione tra gli elementi di insiemi
secondo un rapporto preciso

6) Perché al variare delle variabili cambia il risultato

7) Perché esplicita 'andamento

8) Perché A dipende dal raggio

9) Perché sono uguali a qualcosa e non a 0

10) Si riferiscono al modello y=mx+q

11) Perché mi danno delle conoscenze

12) Ad ogni x si associa solo una y

13) E una scrittura ad una sola variabile

14) Sono legate ad un valore

15) E come y=1f(x)
(Perché y e posta uguale a qualcosa)

16) A dipende da base e altezza
(A dipende da altezza)
[A dipende da base]

Risposte negative

A) No, & un polinomio

B) No perché ci sono 3 variabili

C) No perché x e y non sono specificate

D) No perché in varie coppie possono coincidere risultati di coppie diverse
E) Non si fanno associazioni

F) No, ¢ un’equazione
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Tabella riassuntiva delle risposte

[24]

(a) (b) (¢) (d) (e)
1 0 0 0 1 1
2 4 (1) 1 1 3D 3
3 2 0 2 2 2
4 1 0 0 0 0
5 1 0 1 1 1
6 1 0 1 0 0
7 1 0 1 0 1
8 12 0 0 0 0
9 1 0 1 1 0
10 0 0 0 0 2
11 1 0 1 1 0
12 1 2 1 1 6
13 1 2 0 0 1
14 1 0 1 1 1
15 1 0 0 0 1@1)
16 0 0 10(1)[1] 0 0
A 0 1 0 0 0
B 0 0 1 0 0
C 0 1 0 0 0
D 0 0 1 1 0
E 0 1 0 0 0
F 0 0 0 1 0

Rispetto alle risposte precedenti, risultano opportune alcune considerazioni:

1) il numero di risposte che coinvolge il termine «variabile» & in assoluto il pilt
numeroso (1, 2, 3, 6, 12, 13) ; queste risposte ricordano molto, ed in modo sorpren-
dente la definizione euleriana di funzione (vedi nota 1). Questa «visione» delle fun-
zioni si ritrova anche in [ML];

2) il termine «relazione», presente nelle risposte 4, 5 e 9, rimanda ad una con-
cezione insiemistica del concetto di funzione, anche se non e da escludere che qui
relazione sia da intendere come «legame» o «legge», come e implicitamente
espresso da 7 e 11;

3) riprendendo 7 e 11, si pud notare una «semanticita» nel tipo di risposta ri-

scontrabile anche in 10 e 15 in cui si fa un esplicito riferimento ad un modello;
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4) a proposito di modelli, un discorso a parte meritano le risposte 8 e 16 in cui e
opportuno sottolineare come non si deve escludere la possibilita di riconoscere le for-
mule delle aree proposte in item 4.a) e 4.c) come funzioni proprio grazie all'interpreta-
zione (semantica) che tali formule richiamano, strettamente legate come sono agli enti
geometrici (suggeriti anche dal nome delle variabili) cui fanno riferimento. In assolu-
to, queste sono le risposte che sono state date con maggior frequenza.

Negli ultimi 4 items del questionario, oltre agli aspetti logici precedentemente
evidenziati, si sono trattate questioni quali il concetto di dominio di una funzione e
quello di uguaglianza di due funzioni.

Soffermiamoci innanzi tutto sul primo.

Come si & gia osservato a proposito dei libri di testo consultati, la definizione
insiemistica di funzione e molto meno presente di quanto ci si potrebbe aspettare e
di quanto poteva succedere qualche anno fa quando l'influenza bourbakista era
pitt marcata. A fronte quindi di una impostazione «statica» (che presenta degli in-
dubbi vantaggi sul piano formale, ma coinvolge questioni delicate della teoria de-
gli insiemi, quali il concetto di coppia ordinata, di prodotto cartesiano, 'uso di
quantificatori, ecc., tutte cose che richiedono un livello di astrazione non sempre
maturato negli alunni), sembrano prevalere visioni di tipo «dinamico», come & ri-
scontrabile anche nella terminologia usata dai libri stessi e dal modo sagittale che
spesso si usa per rappresentare le funzioni. Tutti i testi indicano comunque nel
primo insieme il dominio della funzione, per cui tutti gli elementi del primo insie-
me hanno uno ed un solo corrispondente nel secondo insieme. Com’e noto, il con-
cetto di dominio, soprattutto quando si parte da funzioni definite da una legge di
cui si vuole trovare il dominio, € un concetto semantico. Dal questionario emerge
una visione «mediata» dalla vista di tale concetto quando questo e affrontato ri-
spetto a questioni grafiche. Cosi nell’item 2, alla domanda se il grafico proposto &
quello di una funzione, 4/I, 1/Vs, 1/Va giustificano la risposta positiva con la sola
funzionalita, «dimenticando» ovunque definita, come se il dominio del grafico fosse
naturalmente ristretto all'intervallo [— 1,8[ (solo un ragazzo di prima fa questa
precisazione); a conferma di cio 7/Va giustificano esplicitamente la risposta positi-
va con funzionalita e ovunque definita e non e da escludere che chi non lo sostiene
lo supponga implicitamente.

Al di 1a quindi della definizione di dominio che si ritrova, come detto, in pressoché
tutti i libri di testo, rimane nei ragazzi 'ambiguita di fondo che si esplicita poi in anali-
si quando si chiede di trovare il dominio di una funzione. In fondo, ci6 che importa &
che la relazione sia funzionale, poiché il dominio «si adegua». In tutto questo sembra
evidente come la legge diventi preminente sulle considerazioni di carattere insiemisti-
co, anche per chi, come i ragazzi di prima, ha visto solo quelle.



116 ACHILLE MAFFINI [26]

Un problema analogo lo si riscontra nell’item 8 in cui solo 3 alunni dicono che
non si puo rispondere, mentre la maggioranza sostiene che i domini sono diversi
(35/99) o, sorprendentemente che D,c D, (41/99); non e da trascurare neppure il
numero di coloro che afferma che i domini delle due funzioni sono uguali (27/99).
In queste risposte si ritrovano tutte le difficolta legate agli ambiti tipiche del con-
cetto di funzione. Chi risponde che sono uguali pensa soprattutto in ottica sintatti-
ca; non sorprende allora che 25 delle 27 risposte siano state date da ragazzi del
biennio (12/I e 13/II), abituati al concetto di frazione algebrica. Nei ragazzi del
triennio prevale invece una visione semantica della legge che definisce la funzione
per cui 'ambito naturale in cui va studiata & R, ambito a cui, implicitamente, van-
no poi riferite le questioni riguardanti il dominio in analisi. In effetti 27 delle 35 ri-
sposte che parlano di domini diversi per le due funzioni provengono dal triennio.
Si pud quindi ritenere che l'attenzione al calcolo letterale porti gli studenti del
biennio a sviluppare un approccio sintattico, come del resto & emerso anche in pre-
cedenza, al contrario dei ragazzi del triennio che privilegiano un approccio seman-
tico (magari sbagliandolo), approccio intrinsecamente legato al concetto di domi-
nio. Del resto, sin dalle prime classi del biennio viene richiesta la determinazione
del dominio di una funzione e questa richiesta, che porta alla risoluzione di equa-
zioni o disequazioni, fa muovere gli alunni in ambiti semantici.

Il problema degli ambiti logici entro cui ci si muove si ritrova ovviamente nel concetto
di uguaglianza. Quando si parla di uguaglianza tra insiemi I'ambito e sintattico o semanti-
co? Sotto 'aspetto estensionale 'ambito & semantico, mentre sotto 'aspetto intensionale
I'ambito e sintattico. Parlando di funzioni la cosa si complica ulteriormente: due funzioni
«uguali» possono avere espressioni diverse? In questa direzione vanno soprattutto gli
items 5, 7 e 9 ed il fatto che le risposte d) positive non siano nulle evidenzia come anche gli
aspetti sintattico-morfologici condizionino negli alunni il concetto di uguaglianza. In ter-
mini pill raffinati, si potrebbe osservare come in Z,le dueleggiy =x®*+ley=22+1
individuino le stesse coppie di valori.

3 - Conclusioni

Il questionario & stato proposto non per vedere se gli studenti «conoscano» il
concetto di funzione, ma quale idea ne abbiano, a prescindere per certi aspetti dal-
la prassi didattica. D’altronde, questo lavoro € ben lungi dal voler dare una rispo-
sta alla domanda di cosa sia una funzione, cosciente del fatto che il concetto & tut-
tora in evoluzione (%) e che I'impostazione bourbakista, che meglio di altre risolve

(®) 11 concetto di funzione compare per la prima volta in modo ufficiale nel 1906, nel pro-
gramma specifico di una sola scuola: I'Istituto Tecnico di Bergamo.
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alcuni problemi di carattere logico, forse non aiuta ad entrare nel merito del signi-
ficato profondo del concetto. In effetti la definizione bourbakista coinvolge concet-
ti insiemistici tutt’altro che banali: su tutti il concetto di coppia e terna ordinata ().
Storicamente sono state date diverse definizioni di tale concetto, a riprova del fat-
to che la sua formalizzazione non e affatto banale. A titolo di esempio si riportano
le seguenti:

a) coppia come concetto primitivo: Peano [P] (1911), Whitehead-Russell [WR]
(1910), Bourbaki [B] (1939);

b) (a, b) = {{a, 1},{b, 2}}: Hausdorff [H] (1914);

¢) (a,b)={a,{a, b}}: Wiener [W] (1914);

d) (a, b) = {{a},{a, b}}: Kuratowski [K] (1921).

Dalle definizioni precedenti emerge come nel concetto di coppia ordinata cam-
bi di due unita il tipo (inteso nel senso di complessita dal punto di vista insiemisti-
co) della coppia rispetto a quello delle sue componenti (cioé se le componenti sono
di tipo n, la coppia e di tipo n + 2), mentre la funzione, come insieme di coppie, au-
menta ulteriormente di uno (in sostanza diventa di tipo n + 3). Parlare di funzione
quindi vuol dire muoversi in un ambiente del tipo P(P(P(A U B))), avendo indica-
to con P(A) linsieme delle parti di A.

E indubbio che questa complessita non aiuta la comprensione sul piano pretta-
mente epistemologico, ma soprattutto fa perdere il senso di relazione tra oggetti e
di cambiamento degli oggetti che un’idea dinamica di funzione si porta dietro (con
ovviamente tutti i rischi annessi, come si é evidenziato a proposito dei problemi le-
gati al concetto di continuita).

D’altra parte una visione troppo «euleriana» induce a pensare che ogni funzione,
rappresentata ad esempio attraverso un grafico, sia sempre individuata da una legge
(come del resto evidenziano le 34 risposte positive all'item 3g), perdendo cosi il caratte-
re di «descrittore» anche di fenomeni empirici. E perd indubbio che nella prassi didatti-
ca (soprattutto del triennio) la funzione venga di fatto identificata con la legge che la
rappresenta, facendo anche pensare, come corollario, che tale legge ci sia sempre. Ba-
sta leggere il testo della maggior parte dei problemi di quinta (anche della maturita
scientifica) per rendersene conto: se, come dicono tutti i libri di testo, una funzione é di
fatto una relazione funzionale e ovunque definita, la dizione «Considera la funzione rea-
le di variabile reale y = f(x); trovane il dominio...» & ovviamente scorretta a meno che

(®) Ricordiamo che nella definizione insiemistica una funzione & una terna ordinata
(f, A, B) in cui A e B sono insiemi mentre f & un sottoinsieme di A X B (quindi un insieme di
coppie) con le note proprietd di ovunque definitezza e funzionalita.
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non si identifichi appunto la funzione con la legge. A dire il vero la dizione corretta sa-
rebbe estremamente pesante, ma forse non si sottolinea abbastanza il fatto che quella
proposta & una comoda esemplificazione.

D’altronde 'uso stesso della terminologia che viene spesso usata anche a livel-
lo «alto» & discutibile (nella maturita scientifica 1998/99 veniva chiesto di «...stu-
diare la funzione f(x)...», come del resto fanno i 18 studenti che considerano 4.b
una funzione) soprattutto perché rischia di produrre negli alunni, come visto, un’i-
dea limitativa del concetto di funzione.

Le riflessioni che come insegnati dovremmo fare sono comunque altre: il con-
cetto di funzione é visto allo stesso modo da tutti i matematici (analisti, logici, geo-
metri, ece., si veda anche [ML])?. La risposta & ovviamente negativa: per gli anali-
sti ad esempio l'importanza della continuita (della derivabilita e in generale della
legge) e diversa rispetto ad un logico, cosi come e diverso 'aspetto grafico per un
geometra e un logico. Noi, come insegnanti, a quale modello pensiamo nel corso
dell’attivita didattica? E, soprattutto, gli alunni a quale idea, mediata da noi, giun-
gono? L’indubbio salto da una visione sintattica ad una semantica nel passare dal
biennio al triennio e voluto in modo cosciente (dagli insegnanti) o diventa una in-
conscia conseguenza della presentazione dei programmi? Credo che siano queste
le domande a cui cercare di rispondere, al di 1 delle definizioni che possiamo sce-
gliere di dare.

Questionario
1) La tabella sottostante si usa in statisti- 2) Il seguente grafico rappresenta il gra-
ca. Stabilisci se si tratta di una funzione fico di una funzione? Motiva la rispo-
specificando dominio e codominio sta.
t /
T acon A
0,0 0,3989 y

w

0,1 0,3970 5

0,2 0,3910 .

0,3 0,3814 5 g
0,4 0,3983 ]

0,5 0,3521 S

0,6 0,3332 1 2 § g x
0,7 0,3123

0,8 0,2897

0,9 0,2661 ./ s

1,0 0,2420

1,1 0,2179

1,2 0,1942

1,3 0,1714

14 0,1497
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1) Il grafico in figura evidenzia 'andamento dell'indice Mibtel della borsa italiana nel
1998.

30000
25000 M

20000 \/4/‘
15000 /

10000
5000
0 T U T T U T T T T T T
gen-98 feb-98 mar-98 apr-98 mag- giu-98 lug-98 ago-98 set-98 ott-98 nov-98 dic-98
98

Rispondi alle seguenti domande:
a) E una funzione? f) Come e possibile rappresentare la funzione
b) Rappresenta una funzione? associata al grafico?
¢) Quali sono gli elementi del dominio? g) Esiste una legge che lega le variabili coin-
d) Quali sono gli elementi del codomi- volte?
nio? h) il grafico precedente ed il seguente mo-
e) Nel grafico, quali sono gli elementi del- strano cose diverse?

la funzione?

en®B feb®B mar-%8 ar®8 mg%®B gueB T3] ap®B 498 a-98 o8 do®B
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2) Indica, motivando la risposta, quali tra le seguenti «scritture» possono indicare delle
funzioni:

a) A=mer?
b) 33 +2x%2—1

—x+5 2<x<5b

2x—3 -1<sx<?2
e) yz{
r—3 b<x<8.

Relativamente a ciascuna delle questioni proposte da 5) a 9) indica quali tra le affermazioni
a)-d) sono vere e quali false:

2
+2x+1 t+1
3) Le funzioni y = S e y= —— definite in N
ooai-1 t—1
a) sono uguali
b) hanno lo stesso grafico
¢) hanno domini diversi

d) sono diverse

2
cx +2x+1 t+1
——— e y= —— definite in R

4) Le funzioni y =
v x?—1 t—1

a) sono uguali

b) hanno lo stesso grafico
¢) hanno domini diversi
d) sono diverse

5) Le funzioni f, g, h definite in R da f(x) =x, g(x) =xe®1,
xe)=x2+0

a) sono uguali

b) hanno lo stesso grafico
¢) hanno domini diversi
d) sono diverse

-2
6) Detti Dy e D, i domini delle funzioni f(x) = 902 1 e
i e
g(x) = si puo dire che
X+
a) uguali
b) diversi
¢) non si puo rispondere
d) D,cDy . ,
; 4+ ¢ t4+ t
7) Le funzioni y = z3 _Zzz ey= FraT definite in R sono
a) uguali

b) diverse perché sono diversi i grafici
¢) diverse perché hanno punti diversi
d) diverse a causa dello zero
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Abstract

The concept of function is widely treated in didactic literature for what concerns the
aspects of difficulties of learning and misconceptions. I try also to interpret students’ be-
lieves as tramsition stages among morphologic, syntactic and semantic aspects. Modern
presentation of the concept of function is closed to ideas of infinity (potential and actual).
It is the arrival point of a long evolution. It is quite strange that in Italian schools this is,
m general, the first real object to whom students are faced with, disregarding the histori-
cal development. With a more accurate analysis we can find implicit occurrences of fun-
ctions in primary school and later in treatment of polynomials. These occurrences can be
found across history of mathematics. They often hide the use and the concept of variable
such as appears in logic.



