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STEFANIA FERRI (*)

Proprieta grafiche caratterizzanti
le quadriche ellittiche di PG(3, gq) (**)

Introduzione

Sia K un k-insieme di uno spazio di Galois di dimensione r e di ordine g,
PG(r, q), si dice che K & di classe [s, m, n];, rispetto alle rette, 0 Ss<m<n<g+1,
se ogni retta di PG(r, q) pud intersecare K solo in s, m, n punti; K & di tipo
(s, m, n);, rispetto alle rette, se & di classe [s, m, 1), ed esistono effettivamente
rette di PG(r, ¢) che intersecano K in s, m, n punti.

Una quadrica ellittica di PG(3, ¢), ¢ dispari, & un (g2 + 1)-insieme di tipo
0,1, 2),.

In questo lavoro si dimostra che un k-insieme K di PG(3,q) di classe
[0, m, n]; soddisfacente alcune condizioni & una quadrica ellittica.

1 - Caratterizzazione delle quadriche ellittiche

Sussiste il:

Teorema 1. Un k-insieme K di PG(3, @), q dispari, con k< g®+ 1 di clas-
se [0, m, n]; e tale che per ogni suo punto passino al pitt q + 1 m-secanti K, é
una quadrica ellittica.

(*) Via R. Cappelli 7, 67100 L’Aquila, Italia.
(**) Ricevuto il 20.2.97. Classificazione AMS 51 E 20.
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Dimostrazione. Detti &, t,, t, 1 caratteri di K rispetto alle rette, cioé i nu-
meri delle rette di PG(3, ¢) che intersecano K rispettivamente in 0, m, n punti,
risulta (efr. [7]):

to+t,+t,=(q%+q+1Xg*+1)
@an mi,, +nt,= k(g +q+1)
mim — D t, +nn—1)t,=klk—1)
in cui
(1.2) lsmsg 2=nsqg+1.

Dalla seconda e dalla terza di (1.1) si ricava:

_ Kn(g®+g+ D -k-gq"—q]

mn —m)

m

(1.3) .
_ kk+q*+g-mlg®+qg+1)]

n(n —m)

n

Dovendo essere, per ipotesi, t, =0, si ha dalla seconda di (1.3):

m(gt+q+1)<k+q*+q ciog, essendo k<gq®+1,
2 2 2

m< g“+1+¢g°+gq _ 2g°+qg+1 o g+1 .
g2 +q+1 g?+q+1 g?+q+1

Ne segue, essendo m intero, m < 1. Ma, per ipotesi m =1, quindi m =1.
Per m =1 le (1.3) diventano:

hz:Mn@2+q+1)—k—q2—ﬂ
(1.4) n-1

_ kk~1]
- nn—1) ’

n
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Si osservi ora che per ogni punto P di K passano almeno q + 1 rette m-secan-
ti cioé 1-secanti K.

Infatti, se cosl non fosse, siano ¢+ 1 — a, con a >0, le rette per P unisecanti
K. Allora le rette per P n-secanti K sarebbero ¢’ +q+1—(g+1-a)=¢*+a
con @ > 0. Ma allora, poiché i punti di K si distribuiscono sulle rette per P n-se-

k—1
canti K, si avrebbe che (¢ +a)n~1)+1=k. Dacuin—-1= . .
g +a
Poiché k<q®+1, ne segue
2
n-1<s 4 =12
7 +a g +a
In conclusione n <2 — 2L ; quindi, essendo % un numero intero, si avrebbe

+a
n <1 che & assurdo per la (1.2). Segue I'asserto.

Poiché, per ipotesi, per P passano al pilt ¢ + 1 1-secanti, il numero di tali rette
sard g + 1. Allora il numero ¢, di tutte le rette di PG(3, q) unisecanti K &

(1.5) Lh=kg+1).

Sostituendo la (1.5) nella prima di (1.4) si ha:
En(g®+q+1)—k—-q*>—ql=k(g+1)(n—1)

da cui, essendo k=0,

(1.5) k=nq?—q?+1

da cui ng®=k+q*—1<q¢®+1+q?%—1 cioéd n<2. Ma, per ipotesi, # = 2; dun-

que n = 2. Ponendo 7 = 2 nella (1.5) si ha k = ¢? + 1. Quindi X & un (g% + 1)-insie-

me di PG(3, q) di classe [0, 1, 2];.

Ma sostituendo % =2, k= ¢* + 1, nelle (1.5), (1.4) e nella prima equazione di
(1.1) si ottiene

2(g2+1 2(g%+1
ST =gt f= 2800

t
Essendo i caratteri di K tutti diversi da zero, K risulta di tipo (0, 1, 2); ed & quin-
di una (g% + 1)-calotta e, se q & dispari, una quadrica ellittica.

Il Teorema 1 & cosl provato.
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Summary

We prove that a k-set K of PG(8, q) with k< q? + 1 of class [0, m, n], with respect to

the lines, such that at the most q + 1 m-secant lines meet at each point of K, is a (¢* + 1)-
cap and hence, if q is odd, is an elliptic quadsric.
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