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G. FERRARESE e L. STAZI (¥)

Superfluidi e continui alla Cosserat (**)

1 - Caratteristiche di un superfluido

I riferimenti generalizzati considerati in [6] si prestano ad una interessante
applicazione ai superfluidi (miscele fluide binarie), per i quali viene provata equi-
valenza ad un continuo tipo Cosserat. Di fatto, un riferimento generalizzato
(I', 3) equivale ad una coppia di riferimenti ordinari, caratterizzati rispettiva-
mente dalle due congruenze I' e I" associate ai campi vettoriali y e v = n/n. A loro
volta, tali congruenze costituiscono 'immagine spazio-temporale di una miscela
Jlwida binarie. Pertanto, si comprende facilmente che le tecniche anolonome svi-
luppate in [6] consentono innanzitutto di esaminare le caratteristiche geometrico-
cinematiche di un superfluido, cioé ilegami tra i caratteri del primo ordine dei ri-
ferimenti I'" e T (cfr. anche [5]). Naturalmente, il confronto tra i due riferimenti &
reso possibile dalle seguenti proprieta: v

a. ogni base anolonoma adattata al riferimento generalizzato (I', 3) da luo-
go, per dualitd, ad una base adattata a (T, X); si vuol dire che le basi {€.} ed
{€“} sono adattate, rispettivamente, ai due riferimenti generalizzati (I,3) e
T, 2)

b. ogni tensore di 3 determina un tensore analogo in X e viceversa, la corri-
spondenza essendo biunivoca; si tratta di interpretare le componenti covariants
del tensore rispetto all'una o allaltra delle due basi {€'} di T ed {e'} di X, ove si &
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posto per brevita
(1.1) e =¢'.

Si noti che, in questa operazione di scambio, il carattere invariantivo per tra-
sformazioni interne: ¥ =y% (%), v* =y" (!, %, y?), si conserva inalterato.

Cid premesso, consideriamo dapprima il gradiente di y: Vy = (3, v- &) £* ® &F;
in termini anolonomi, essendo 9, y-€9=0, si ha direttamente:

Vy=37€.eQe+e"RC.

D’ altra parte, in virth della (2.9); (le formule contrassegnate da una I si riferi-
scono alla Nota [6]), tenuto anche conto della (2.4);, risulta

(1.2) vie=y—1n
da cui la seguente espressione di &= — n:
1.3) O =7pe—y.

La precedente, avuto riguardo alla (4.7);, diviene cosi suscettibile della forma
(14) Vy=(Hy+7:Cp) e @~ y®C.

Si tratta della decomposizione del gradiente di y secondo y e la piattaforma or-
togonale 3, caratterizzata dai vettori e‘; pertanto il tensore Hy, + 7;Cy, a meno del
fattore c, riassume le velocita di deformazione e angolare proprie del riferimento
I. In termini espliciti, analogamente alla (5.4);, si ha:

(1.5) o =cKy @y =c(@y+ 3P + 71 Cry) -

La (1.5), unitamente alla (4.14);, vale ad esprimere le caratteristiche differenziali
del primo ordine del riferimento I, in funzione dei tensori analoghi Ky, Qe C;
del riferimento generalizzato, nonché del vettore ¥; e derivate prime.

Un confronto analogo vale naturalmente per la congruenza T, definita dal vet-

tore tangente 5 = — €°; dato che 7 non & unitario, si tratta di considerare il verso-
re y= — &°/n e il relativo gradiente, cio&
s~ 1 = . < 1 .
3a7= - %agoeg - aa( —) é.
n U

Pertanto, il derivato di y: Vy = (éa}-éﬁ) é*®é”, tenuto conto del quadro (6.6);,
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non differisce da

- 1.~ - o~
Vaf=n[C’yi—na-;]y@y—(CﬁHMj—ayi)}/@e’

~ 1 o o~ 1 =
+noi(=)-Hy;le®@y+ — FpetRek.
n n

A sua volta, questa da luogo alla decomposizione naturale di V', dato che, in virth
772
Il
(1.6) e=e +yigy eles.

delle &' = ¢’ —

n e della (2.10); 1, il vettore €' & del tipo

Pili precisamente, tenuto conto della (1.6), la precedente decomposizione
diviene

-~ ~ -~ ~ =
1.1 Vy=nAyQ@y+BQy—vyQC + — 9 e'Re",
n
ove si & posto:

o 1 . —_——
A= Cz)’i_ﬂa(;)_yl(ci'*‘HiJYj_ayi)"*'lei

(1.8) )

B;= ﬂéi(;)—ﬁij?j'i- AR B =B, ¢,
nonché
(1.9) C=C;é = (Ci+ H7;— 37— 7" G, &'

Draltra parte, stante il carattere unitario di 7, per analogia con la (1.4), i coeffi-
cienti A e B devono essere necessariamente nulli, come si pud confermare diret-
tamente. Pertanto la (1.7) assume la forma ridotta

——

S P
(1.10) Vy= " G éQe-y8C
]

del tutto analoga alla (1.4). Di qui seguono, tenuto conto delle (1.9), (4.10); 5, €
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(5.3);, le caratteristiche differenziali del primo ordine del riferimento T:

C,= G+ Hiy; - 07— 7*(Hy — Vi)
(1.11)

= — (K, - Ci¥w — Va¥m) D= — P

1 n
Esse sono espresse in termini dei tensori fondamentali Cj, Qu e Ky, nonché del
vettore 7;, il quale caratterizza il divario tra le due piattaforme X e 3, si tratta de-
gli stessi ingredienti che figurano nella (1.5), relativa al riferimento I". Pertanto,
eliminando tali ingredienti, si ottengono i legami tra le caratteristiche det due ri-
ferimenti. Ai fini di questa eliminazione, si ha innanzitutto dalla (1.5):

1. P —~
(1.12) Ky = - ki, Q= = 0¥ — YuCh-

D’ altra parte, a norma della (4.10);, il prodotto ﬁif y; non differisce da

Hy;=y*Hyy;= (1~ ) V¥ Hy = n°7" Hy.

Pertanto, i legami cercati sono:

Ci= 1+?k(772Hik"'Hki+%k?i)”‘ 37;
k; —lfc ~ L CiT + Vi)
1.13) 4 Mk ‘7; ; I4)) 4]
- 1. c . =
Oy = — Oy — — FuCr + Vie¥i)
L n n

con Pintesa che il tensore Hj;, di cui alla (5.8); sia espresso in termini di ke @y,
mediante la (1.12)

1 . - -
1.14) Hy= ;. by, + @y) — 7: Cy.-

La (1.13) ha carattere generale, nel senso che vale comunque siano scelti i
due riferimenti I' e T} naturalmente essa di luogo a banali identitd se risulta
y; =0, ovvero se i due riferimenti coincidono. Inoltre, la (1.13) puo essere letta, in-
differentemente, in ciascuna delle due piattaforme = o =, a seconda che le compo-
nenti (tutte covarianti) si riferiscano alla base {e'}, ovvero {€'}. In ogni caso, essa
ha direttamente significato geometrico, in quanto mette a confronto le caratter:-
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stiche proprie dei due riferimenti; ma ha anche significato cinematico per il rife-
rimento I (ovvero I'), nel senso che traduce il teorema dei moti relativi, con Pin-
treccio, tipicamente relativistico, delle tre grandezze fondamentali: accelerazione,
velocita angolare e di deformazione ([2], p. 180).

2 - Ribaltamento isometrico

In un riferimento generalizzato, munito di una distribuzione anolonoma adat-
tata, occorre distinguere tra metrica covariante e metrica contravariante, nel
senso che la prima: g,5 = €,-€;, da luogo alla metrica indotta sulla piattaforma
3, e ciog: '

2.1 Jin=6€;e,=Vy €e>;

la seconda invece g = &% €f, determina la metrica indotta su =: piattaforma or-
togonale alla congruenza I, in quanto

2.2) g*=elef =y ee>

se, come gid in precedenza, si intende e’ = &'

La metrica y;;, si pud riportare su X, per ribaltamento isometrico dell’una piat-
taforma sull’altra, come vedremo tra un momento; tuttavia cido non vale ad annul-
lare il suo divario con la metrica naturale y 4, indotta su X dal’ambiente.

In ogni caso, per dualitd in 3, si passa dai vettori €; a quelli equivalenti

(23) € =79%g, definiti implicitamente da &'(@€,) = d%, el

attraverso i reciproci 7. Si tratta di vettori distinti da e’ e %, e pill precisamente,
come dalla (1.6), valgono i legami espliciti

(2.4) e =e'—yiy.

Allo stesso modo, ai vettori e’ fanno riscontro i duali in =, i quali non coincido-
no con é;€ 2 ma, data la condizione y-y= —1, sono necessariamente del tipo [si
tratta dei vettori E; di cui alla (4.15);]

(25) ei=@i+?iy eiEZ.
Ne consegue che la metrica duale di y* in 3 & data dai prodotti
(2.6) Vit = €€ =V + ViV

Analogamente, dalla (2.4), tenuto conto della (2.2), si ha la metrica indotta
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m =

1
1+y2'

@7 y =7 +nl77  lnl=-2* #*

Si noti che il duplice punto di vista per la metrica spaziale: y;, di X, ovvero 7
di 3, & collegato alla proprietd che una base adattata al prodotto y®3 non da
luogo, per dualita, ad una base dello stesso tipo, come avviene per le strutture or-
togonali; da luogo invece ad una base adattata alla struttura complementare
2.

In ogni caso, il collegamento metrico delle due piattaforme 2 e 3, attraverso i
due ingredienti g;; e 5, suggerisce l'idea di sovrapporre in qualche modo le piat-
taforme stesse; ad esempio, mediante il ribaltamento isometrico di S su =, come
avviene in relativitd ristretta ([2], p. 72). Cid in vista di ripristinare il punto di vi-
sta ordinario, nell’ ambito della piattaforma . Pilt precisamente, il ribaltamento
detto si traduce in una ben determinata corrispondenza tra i vettori s e Sedses,
la quale sia atta a conservare il prodotto scalare ([3], p. 180):

~ £ -~
(2.8) S=S“‘-‘-——(‘y+'}/) g=— 9y e=— 8-y
1+0o
essendo anche qui y = /5, e pertanto, a ragione della (1.2);

1
2.9 o= —>0.
n

11 ribaltamento (2.8) porta, in particolare, i vettori é;e 2 nei corrispondenti
di e

~ £; ~ ~ —~
(2.10) di=e;— ——(y+7y) £;= — €Y= —%;
1+o

e naturalmente conserva la metrica
(211) di'dk = ?Hw
Si ha infatti, tenuto conto della (2.8),, e della ortogonalitd dei vettori } ed ¢;

Yi¥k YiVk
+
1+0 (1+0)?

did=7;+2 (—1+2yy-1)=7y.

Pertanto, se si assume come fondamentale la piattaforma X, su questa, accanto
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alla metrica quasi-naturale v 5 ~ ™, ha diritto di cittadinanza anche la metrica
riportata (da =), la quale & definita, in relazione alla base {d;} = {e;} dai coeffi-
cienti ¥ ~ . In altri termini, Iiperpiano 3 &, in ogni punto di V,, dotato di bi-
metrica; naturalmente valgono i legami (2.6)

2.12) Yie =7V~ ViVk

cioé il divario tra le due metriche dipende soltanto dal vettore ;.

La (2.12) si pud ovviamente confermare, esplicitando il legame tra le due basi
fondamentali di =:{e;} e {d;}, naturale e rispettivamente indotta da 5. Pii pre-
cisamente, dalle (2.10) e (2.9), tenuto anche conto della (2.5), si ha

7 n s " Vi
2.10)’ di=6+ — 5(y+7) =€+ _
(2.10) i =€ 1+17y(7 y)=e; 1+77(" )

ove, a norma della (1.2), si deve intendere
(2.13) y—1=7z e'=y¥e.

Pertanto, vale la relazione

?i ~ ik
(214) di =€~ — VY, e
1+ 7 ’}/]y k

la quale si puo ulteriormente semplificare in base alla (2.7). Infatti, tenuto conto
del legame (2.7); tra 52 e y? si ha rispettivamente:

2,,2

(2.15) 7y = 7,7 — n?pF) = P ntyi=1-7nt

~

e pertanto la (2.14) si scrive

. /i s
2.16 d;i=(7— 7)) e;.
2.16) (6; T+7 viv') €
Si tratta di una relazione invertibile, in quanto risulta
, _ ‘ . 77 — .
(2.16) e = (0] + T+tn " viv') d;

si che le terne {e;} e {d;}, entrambe di X, sono in corrispondenza biunivoca.
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Per quanto infine riguarda il legame tra la base {&;} di = e i vettori d;, dalla
(2.16)', tenuto conto della (2.5), si ha direttamente:

o ; /A ~ DTS B
2.17) e=(6/+ lTﬂ)’i)’]) di—vy Y= ?}'] Yi-

Si noti che, in virtt della (2.16), © vettori €; sono funzioni ben determinate del di-
vario y;, a parte la dipendenza dal riferimento I.

3 - Significato cinematico della (2.16)

La (2.16) ha un significato cinematico preciso, in relazione al moto (relativo)
del continuo T rispetto al riferimento I, come vedremo tra un momento; in ogni
caso, essa conferma, come & naturale, il legame (2.12) tra le due metriche di 2. Pil
precisamente, eseguendo il prodotto d;-dy, si ha innanzitutto

2 4

~ ~ ~ ] e
3.1 k=Vi— —— Gyt Ry )+ —— T
Yie =7V ik 1+7 YiveT VeV (1+77)27Vk7’
avendo posto per brevita
(3.2) vi=Pyvy V=77 vi=97;

D’altra parte, moltiplicando per 7* e successivamente per 7%, la (8.1) da luogo
alle condizioni:

4

2
= 7" e 2 Ui =, 800
L=y = e ( i+ I I Y
Yi=Vi 1+n7’)’ Y'Y (1+77)2)’z?’7
2 4
2_52_9 U 252 472
YA T T !
ovvero, tenuto conto della (2.15),:
2552 2
~ Ny n o
=y — —— Vi~ (L=n)y;+ (L =n)yY;
Yi=Vi 1+777’ nvYi 147 myv

y2=92—2(1—n) 7+ (1 — n)¥~.
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Dalle formule immediatamente precedenti che esprimono 7; e y? tenuta pre-
sente la (2.7);, risulta:

(3.3) Vi=nty yi=n*y2.
Tenuto conto poi dei legami ora trovati e ancora della (2.7);, a partire dalla (3.1),
si ritrova subito la (2.12).

Cid premesso, in vista di evidenziare il significato dei legami (2.16), riprendia-

mo la (2.13), indicando con V= cn/n la 4-velocita associata al continuo T, essa si
serive

(8.4) V= l(cy—c;?iei)
n

e traduce cosi la decomposizione di V secondo y e la piattaforma normale ; ne ri-
sulta la velocitd relativa u, nonché il significato cinematico del parametro #:

(8.5) u=—cye n="V1-u?/c?.
D’altra parte, a norma delle (2.6) e (2.15), si ha:
(3.6) Vel =iy % e, =n e,

e pertanto la (2.16) assume la forma

1 i
G di=e;+— iy
c l+y

u-e;= —cy;.

Si tratta di un legame che ha perfetto riscontro in relativita ristretta, laddove
si considera, pili generalmente ([2], p. 167), il moto di un sistema continuo rispetto
a due riferimenti galileiani distinti; naturalmente qui il continuo & in quiete rispet-
to a T, e pertanto si deve intendere v = 0.

Tale legame consente di esaminare i due problemi tipici della cinematica rela-
tiva, cioé la variazione della velocitid e dell’ accelerazione di una particella in un
cambiamento del riferimento (teoremi dei moti relativi e di Coriolis); cid che ri-
chiede la decomposizione della 4-velocita e della 4-accelerazione della particella
secondo I e rispettivamente T, e il successivo ribaltamento della piattaforma 3 su
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2. In ogni caso, la (3.7) riveste importanza fondamentale nella cinematica relativa
delle deformazioni dei continui relativistici, dato che la velocitd angolare e di de-
formazione (locali) fanno capo alle derivate temporali dei vettori d;.

4 - Superfluidi e continui tipo Cosserat

Quanto precede al n. 3 mette bene in evidenza il ruolo del triedro {d;} di X, ai
fini della specificazione, sia della metrica 7y che della piattaforma stessa 3, la
quale si ritrova procedendo a ritroso, cioé per antiribaltamento di = su 3, secon-
do le (2.16) e (2.17). Pertanto a tutti gli effetti: metrici e di posizione, la con-
gruenza T pud essere caratterizzata, nell’ambito di I, mediante il triedro fonda-
mentale {d;} di 2.

Di converso, un qualunque superfluido S pud essere descritto, in termini tradi-
zionali, nel riferimento I, ancorché questi costituisca solo uno dei due componenti
di S. Si tratta di tener conto del secondo componente (piattaforma = e metrica
Vi), associando a X un ben determinato triedro deformabile {d;}, dipendente dal
divario spaziale y; come dalla (2.14).

Da questo punto di vista, un superfluido é equivalente ad un continuo con
struttura interna tipo Cosserat [1]. In altri termini, una miscela binaria pué es-
sere descritta dalla sola componente I, purché questa siac munita, in ogni punto,
di un ben determinato triedro deformabile d; di =, indipendente dalla congruen-
2a.

Naturalmente i triedro d; interviene qui in modo naturale, a partire dalla di-
stribuzione anolonoma (2.3);, e pertanto fa capo a coordinate scelte (y %), adattate
a I'; come tale, esso non € definito univocamente, ma a meno di una arbitraria
trasformazione interna a I', ovvero segue la legge olonoma

3y’

4.1 di= —d;
1) o~

ove 1 coefficienti sono indipendenti dal tempo, cosi come accade classicamente.

Tuttavia, mentre nel caso classico il triedro ¢ ortonormale, in quanto esso rias-
sume una struttura vigida [1], nel caso relativistico, la deformazione del triedro
diviene un carattere intrinseco, non eliminabile con trasformazioni interne né
globalmente, né localmente (in un intorno).

Nell'immagine del continuo di Cosserat, un superfluido appare cosi in una luce
pill espressiva e con possibili estensioni dinamiche, come diremo tra un momento;
in ogni caso, come classicamente, il triedro d;, ovvero il suo duale in Z: di = 7%*d,,
assume un ruolo fondamentale, nel senso che tutte le grandezze vanno decompo-
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ste secondo y e d;: forze d’inerzia e gravitazionali, sforzi e momenti di sforzo,
ece.

In particolare, il derivato temporale dd;, o meglio la derivata vincolata ([3],
p. 157), da luogo alle welocita angolare e di deformazione del triedro, le quali si
aggiungono a quelle proprie del continuo I. In ogni caso, mentre I'equivalenza tra
superfluidi e continui di Cosserat vale nell’ambito della cinematica, la dinamica
dei superfluidi pud essere sviluppata, almeno in linea di principio, da due punti di
vista diversi.

11 primo & quello diretto: considerare le equazioni di evoluzione ordinarie dei
due componenti:

4.2) Vs T =0 VT =0

con tensori energetici di tipo fluido (o pitt generali):

1
Taﬁ =ﬂ0VaVﬁ +p0(gaﬁ+ —ZVaVﬁ)
[

— —~ . 1 .
nonché 70 = gV + (g + — V°7)
c

e proiettare sul triedro d; e y, tenendo conto che V= 0 per il primo fluido, e inve-
ce Vi=0 per il secondo (lettura in chiave di Cosserat).

Se la miscela non & di prova, ma genera un campo gravitazionale, alla (4.2)
vanno aggiunte le equazioni di Einstein:

4.3) Gup= = 1(Tag+ Tup) .

11 secondo punto di vista presuppone un’ipotesi di lavoro, e cioé che l'analogia
con % continui di Cosserat sia anche del tipo dinamico, nel senso che, per en-
trambi i sistemi, valgano le stesse equazioni. In questo caso, la dinamica non & pilt
regolata dalla (4.2), ma dalle equazioni generali dei continui polari relativistici
[4], le quali costituiscono ancora due gruppi di condiziont (risultante e momento
risultante), ma il contenuto fisico & pitt ampio. Naturalmente, in questo ambito, il
caso di un sistema gravitante non rientra nella (4.3), in quanto i continui tipo Cos-
serat sono descritti da due tensori energetici, e pertanto le equazioni gravitazio-
nali vanno opportunamente modificate.
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Summary

A first application of a generalized frame of veference ([5] and [6)), is given for super-

fluids in General Relativity; we show o strict analogy between superfluids and Cosserat
continua, from both the descriptive and the structural point of view.
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