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1 - Caratterizzazione geometrica

Generalmente, per riferimento si intende ([1]), cap. IV) un insieme di 08
particelle ideali che, nel loro divenire, invadono tutto lo spazio-tempo V,; esse si
muovono liberamente (senza urti o proliferazione), in modo che sia conservata la
loro individualita, quindi il loro numero. Pertanto, dal punto di vista assoluto, un
tale riferimento & caratterizzato da una congruenza globale I di «3 linee d’uni-
verso, orientate e del genere tempo, cioé da un campo di vettori y unitari e
temporali

(1.1) y-y=—1.

Dal punto di vista geometrico, I" introduce, in Vy, una strutture quasi-prodot-
to 1 X 3, di tipo ortogonale, definita localmente da y: asse temporale, e dall'iper-
piano X ortogonale a y: spazio fisico associato al riferimento (splitting dello spa-
zio-tempo). Si tratta di una struttura che, sia pure in termini locali, costituisce,
in Relativitd generale, 'analogo del riferimento galileiano di cui alla situazione
minkowskiana, a parte il carattere globale.

In ogni caso, pur con la variabilitd di v (e quindi della piattaforma X norma-
le), un siffatto riferimento sottintende, almeno dal punto di vista cinematico, un
continuo ordinario, costituito da particelle ideali a simmetria sferica, senza piani
o assi privilegiati. Il precedente concetto di riferimento pud cosi essere genera-
lizzato nel senso dei continui polari, supponendo che la distribuzione di iperpia-
ni {2} (definita da y nel caso ordinario), sia indipendente dalle linee orarie del
continuo, come se questo fosse costituito da particelle orientate (spin). In questo
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senso, supporremo che, insieme alla congruenza temporale I, definita dai vettori
unitari y, in V, sia assegnata una distribuzione di 3-piani X non ortogonali a y;
distribuzione caratterizzata in ogni caso: ellittico, iperbolico o parabolico, da un
secondo campo di vettori 5 # ¥, definito a meno di un fattore moltiplicativo. L’in-
sieme ordinato dei due campi vettoriali ¥ e  introduce in V, una struttura qua-
si-prodotto 1 X 3 non ortogonale, che si riduce alla precedente per # parallelo a
¥; localmente si ha ancora un asse temporale (definito da ¥) e uno spazio 3-di-
mensionale %, ma questi & ortogonale a 1 e non a .

Pin generalmente, una struttura siffatta & stata introdotta in una varieta dif-
Sferenziabile, mediante 'insieme di due eampi: uno contravariante y* e laltro co-
variante 1., definiti ciascuno a meno di un fattore moltiplicativo, con y“#n, = 0
[3]. Tuttavia, il caso pih frequente & quello metrieo; la struttura non ortogonale
interviene, ad esempio, nello spazio ordinario, quando si considera I'evoluzione di
una superficie ondosa e dei raggi associati. Analogamente, la dinamica dei si-
stemi olonomi a vincoli dipendenti dal tempo, fradotta nello spazio degli eventi,
induce quivi una struttura di tipo non ortogonale [2] e [4], definita dalle linee
2% = ¢t = var. e dalle varietd V,: x® = cost. Si tratta di due casi particolari, nei
quali la distribuzione {Z} & integrabile. In una nota successiva, verra trattato il
caso dei superfluidi, pit significativo dal punto di vista relativistico.

Nel seguito supporremo che V; sia orientata nel tempo e che gli iperpiani S
stano strettamente euclidei, sl che anche 7, come ¥, & a norma negativa, ed en-
trambi appartengono allo stesso semicono luce: y-n < 0; pertanto, ai fini della
caratterizzazione di X, non & restrittivo supporre Pulteriore condizione

(1.2) yn=-1.

Si noti che la (1.2) & compatibile con il caso nullo: n% =0, in cui iperpiano X
é di tipo parabolico, cioé tangente al cono luce lungo 1; di qui la possibilita di
utilizzare i riferimenti generalizzati nello studio dei fasci luminosi: con-
gruenze nulle [1].

2 - Basi quasi naturali

Come nel caso standard, anche in una V, dotata di prodotto 1 X 3 non ortogo-
nale, ha senso considerare bast adattate alla struttura; sitratta di tetradi costi-
tuite da un vettore collineare a ¥, e da una base di 3, scelta arbitrariamente. Tra
le infinite basi adattate, generalmente anolonome, ci sono quelle speciali, ad
esempio quasi-naturali; esse sono di due tipi, a seconda che si consideri, in 3, lo
base indotta (per proiezione obliqua) dalla base naturale {e,}, ovvero dalla
duale {&*}.
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In ogni caso, riesce sempre utile (e generalmente non restrittivo) adottare
coordinate interne (o adattate) alla congruenza I': (y*); esse sono definite a me-
no di una arbitraria trasformazione del tipo

@.1) y =y¥(y*) y' =y"(yt, vty

ove le funzioni a secondo membro sono subordinate alle sole condizioni che le
coordinate siano equiorientate nello spazio e nel tempo

oy ay?
2.2) Y 50 det]ZL|>o0.

oy° oy’
In coordinate adattate si deve intendere che g e ¥ siano paralleli e concordi, ov-
vero: y=y"g, (y°> 0, y* = 0). Cio implica, essendo y unit‘cln'io, che le sue com-
ponenti covarianti siano del tipo usuale: ¥, = guo(—ge) 2.

Per semplicitd, come nel caso ordinario, sceglieremo in £ basi quasi-naturali,
indotte a partire dai vettori g (anziché &); cioé considereremo basi adattate
{€,} del tipo
@23) G=v=7"g éi=£i—%eoe§‘ é=¢ i=1,23.
Esse presuppongono ovviamente la scelta di coordinate interne alla congruenza
I (alle quali fa capo la base naturale {¢,}); il carattere di base, sia pure anolono-
ma, & provato dal fatto che 7 wvettor: (2.3) sono linearmente indipendenti:

Eo/\é1/\52/\23=‘}’0€0/\81/\82/\83¢0.

Del resto, le relazioni (2.3), del tipo €, = w;%&, sono invertibili: £, = 0%, €,; in-
vero, tenuto conto delle limitazioni (1.1), (1.2), si hanno i legami

2.4) no=7ye=—(°)7"
nonché dalla (2.3). g = —ny ey, & =€; —1; €, e pertanto
2.3) g,=0Le—-n,6 a=0,1,2,3.

Dalla relazione scritta seguono direttamente gli shifters w%,

(2.5) a)aa= —Nq wt, = 0% .
Gli elementi reciproci wz* sono invece forniti direttamente dalla (2.3)

@5) ot =08y’ o =0f— JLog.
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Come nel caso standard, la base {€, } di cui alla (2.3) & di tipo anolonomo, nel
senso che non deriva da alcuna specie di coordinate; tuttavia, in un cambiamento
delle y“ di tipo interno (2.1), come nel caso ordinario ([5], p. 115), essa si trasfor-
ma secondo la legge

- o~ - dyt
(2.6) €y = € e; = y.' e;
oy’

come se, limitatamente o X, la base {€;} avesse carattere olonomo: di qui la de-
nominazione di base quasi-naturale.
Nel seguito, indicheremo con

2.7 Vie=€; " e

la metrica indotta in = e con 7¥* gli elementi reciproci di 7 ;. Infine, sia e e 3
la base duale di e; in 3, caratterizzata dalle condizioni equivalenti:

-ek=(5;;. él:)?zk’ék.

Per quanto riguarda la metrica di V,, essa & caratterizzata, in termini anolonomi
(2.3), dai prodotti g,z =e, - eg:

2.8) goo= —1 Joi = Vi Git =V ik

con

(2.9) Vizmy € =yi—1;.

In termini contravarianti, dato che la (2.5) equivale ai legami e’ = — g, & = &, si

ha direttamente:

@8 =l = F=gt

Naturalmente, la metrica contravariante g% & univocamente determinata dalla
(2.8), cioé dai due ingredienti ¥ ;. (metrica spaziale) e ¥; (divario spaziale). Infat-
ti, le relazioni di dualita: g Jpo = 0§, danno luogo direttamente alle condizio-
ni:

aoggkgzo g”lcgg‘og:() 5i95k9=52 goggﬂgzl'

Di qui, esplicitando le somme, e tenendo conto delle (2.8), (2.8)', si ottengono i se-
guenti legami:

ik

@10) 7' =lqly*  #*=-g%p;  —nPr+g¥=3"  —|ul=1+7'y,

avendo posto y’'=3y%*y, =y €.
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Si noti che é'e £ & diverso da € ¢ 2; pill precisamente, a partire dalla de-
composizione &' = 1}, €" + u* 7, moltiplicando rispettivamente per e; ed n, si de-
duce il legane

i

i Ui

t=¢ -mn

@)_

In definitiva, la (2.10) dimostra Pequivalenza tra le (2.8) e (2.8)'. Invero, a parte
Tidentita (2.10),, le (2.10), 4 forniscono rispettivamente n' e ||| < 0:

. . 1
nt= i — —
=l = s
essendo y il modulo di y=7'é; = 7; @&, proiezione ortogonale di y su =:
y=v- o 7E=PRi=Taph

La (2.10); da invece luogo alla seguente espressione di g% = g*:

i _ =ik 1

Sink
1+y2y v

3 - Formule di commutazione e identitd di Jacobi

Nel seguito adotteremo sistematicamente, in ogni punto E di Vy, la base ano-
lonoma {e, } di cui alla (2.3), nonché coordinate interne alla congruenza di riferi-
mento I". Pertanto, in luogo della derivazione ordinaria, interverranno le deriva-
te pfaffiane 3, = wg’dp:

8 3.3 _Mm 8

(3.1) y=0=9p"2% 0; =

; - — i=1,2,3.
3" 3y 0 3y 1=1,2,38

Per analogia con il caso ordinario, esse saranno ancora chiamate derivata tempo-
rale e spaziale (in p) rispettivamente; in ogni caso, conformemente alla (2.4), tali
derivate sono costruite con le sole n,. Si tratta ovviamente di operatori differen-
ziali che non obbediscono al teorema di Schwarz, cioé lg derivate seconde non so-
no permutabili:

3.2) (34, Ol = Aup?3,0 = 0.

In altri termini, il tensore di anolonomia Zaﬂé’ della distribuzione di bast (2.3)
non nullo. Pilt precisamente, almeno per le funzioni scalari ¢(y), valgono le for-
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Passiamo ora alle derivate spaziali di y; esse sono necessariamente del
tipo
(47) ’éiYZHiY+ﬁikék
ove, come C, le H; sono determinate dalla condizione di ortogonalita 3 v y=0.
Precisamente, si ha H; = H"7,.

Analogamente, per quanto riguarda le derivate pfaffiane dei vettori e;, si
avranno & priori espressioni della forma:

(48) 8@1 = Ki Y + Kikék giék = g’iik Y + L;]iikjéj
dalla quale, moltiplicando scalarmente per 5, segue:
(49) K{ = aﬂél ‘Ej{ik = gi I]é;l .

D’altra parte, moltiplicando 1a (4.8) per ¥, e tenendo conto delle (4.6); e (4.7),
si ricavano le relazioni:
(4.10) Ri=Ci+Kiy;— 3, Ry = Hy — Vi7
ove si & pOStO Ci = C’yu ed Hik = ]:]Z]')/]k

Interviene qui la metrica spaziale

(4.11) Vi =Vt ViV
alternativa a 3 3 in X, nonché la derivazione covariante V. associata alla connes-
sione S{ik‘j.

Infine dalle (4.8), moltiplicando scalarmente per €;, tenuto conto della (4.10),
si ha rispettivamente:

%8;-¢, = Ky +(C;— )7,
(4.12) -~ = .
0;i€ €, = Ry’ vjn + (Hy = OV i)V -
D’altra parte, le (4.7) e (4.8) implicano:
18,31 = (K;— H}y:) 8 + (KF — HY) 3, (3, 3] = 2Ry @ + 2 Reany 0, -
Dal confronto con la (8.3), seguono le condizioni:
418) K, -Hfp.=¢ KF=HF Ry = Qi R’ = 0.
La (4.13), 7iduce K ad H e, data la (4.10);, trasforma la (4.13); nel seguente
legame
(414) é,‘ = Cz' - (9')71 .

Esso vale ad esprimere il campo C; in termini di 7; e del vettore di curvatura C;
della congruenza di riferimento I.
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In definitiva, tutte le derivate fondamentali (4.4), (4.7) e (4.8) st esprimono
mediante gli ingredienti spaziali 7, C;, Hy, ¥4 € Ry, questi ultimi simmetrict
rispetto agli indici in basso a norma della (4.13),. Precisamen"te risulta:

3y =C'E,; 3y =H*E,
(4.15) ~ ~ _ o _
85,-=H,~}"Ek+C,~y 8i5k={R,'kJEj+ (Hik—— 82’5\/1\)‘)/

dove si & posto E; = é; + ¥; . Infine, si noti che i vettori E; appartengono a 2.

5 - Significato geometrico-cinematico dei coefficienti H* e ®;/

Nelle (4.15) rimane ancora da precisare il significato cinematico dei coeffi-
cienti spaziali H;*, e quello geometrico della connessione spaziale Ry’ Comin-
ciamo dal primo; moltiplicando la (4.15); per e, e simmetrizzando, si ottiene il se-
guente legame: %8)7 a = Huy + (Ci — 874) ¥ 1y, ove & stata utilizzata la metrica
spaziale vy di cui alla (4.11) e lespressione (4.14) di &;.

Pertanto, introducendo il tensore di deformazione Ky, = %ay i, il precedente
legame fornisce la parte simmetrica di Hy,:

(6.1 Hiy = Ky, = Civy -

La parte antisimumetrica si ricava dalla (4.10),, tenuto conto delle (4.13); 4:
(5.2) Hym = Qu + 5[1‘)71;] .

In definitiva, si ha la seguente espressione di H:

(53) Hy =Ky + Qu — Ci7iy + ¥ -

Essa vale ad esprimere il tensore Hj in termini del vettore y; e dei tre ingre-
dienti fondamentali C;, Ky, e Q4: curvatura, deformazione e vortice.

Per quanto riguarda Pinterpretazione ordinaria di Hj., essa continua a valere
nel caso attuale; le due parti: simmetrica ky, e antisimmetrica w ., riassumono
le velocita di deformazione e angolare proprie del riferimento generalizzato:

G4) ki =Ky — Cq¥p =K — Cuvpy Ky = %9)7% W= Qy+ V-

Si noti, nella espressione di k;,, Uintreccio tra la deformazione della metrica y ;. e
il vettore di curvatura della congruenza I'; di qui il significato di deformazione
totale. Idem per wy.

Una volta fissato il contenuto cinematico del tensore Hy,, resta solo da preci-
sare il signicato geometrico dei coefficienti Ry?, 1 quali sono simmetrici rispetto
agli indici in basso, a norma della (4.18),. A tal fine, moltiplichiamo sealarmente
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(2.6), hamno tuttl carattere mvariantivo per trasformazioni mterne al viferi-
mento: cambiamento arbitrario delle coordinate spaziali e del ritmo temporale,
per ciaseuna particella. In una successiva nota considereremo una prima applica-
zione dei riferimenti generalizzati.
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Sommario

We study the main properties of a relativistic frame of reference, generalized in the
polar sense [6], and the related mon-holonomic techniques, in terms of non-orthogonal
projections: first order characteristic tensors, Ricci votation coefficients, longitudinal
and transversal covariant derivatives. Thus, the first order properties of a standard
frame of reference, are extended to the non-orthogonal case.
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