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Fivriprpo DoTTI (%)

La categoria delle teorie e delle interpretazioni (*¥)

Introduzione

Il presente lavoro estende a linguaggi del primo ordine arbitrari i risul-
tati che in [1] sono ottenuti solo per linguaggi privi di simboli funzionali. Allo
scopo, si & modificata la definizione di interpretazione fra teorie, chiedendo espli-
citamente, per ogni formula A con {z, ..., 2;} = Lib(A4), che A, implichi
Hlz 1N ... N H[z.]. Si perviene cosi alla considerazione della categoria Teor,
anche in questo contesto piu ricco.

1 - La definizione di interpretazione fra teorie del primo ordine

In tutto il lavoro quando scriveremo x; intenderemo la i-ma variabile indivi-
duale, mentre quando scriveremo x, ¥, 2, ... intenderemo una generica variabile
individuale; inoltre ¥, ..., ¥ oppure 2y, ..., 2; denoteranno k variabili individua-
Hi distinte, non necessariamente le prime k. Indicheremo con ¥ P'insieme delle va-
riabili individuali. Dato un linguaggio del primo ordine £, indicheremo con (L),
P (L), F(L), F (L), C(L), Jeem(L), P(L) e &n(L) rispettivamente I'insieme dei
predicati, quello dei predieati k-ri, quello dei simboli funzionali, quello dei simboli
funzionali k-ri, quello delle costanti individuali, quello dei termini, quello delle
formule e quello degli enunciati di tale lingnaggio.

Se A e @(L£), denoteremo con Lib (4) la successione (in ordine alfabetico) del-
le variabili che compaiono libere in A. Sia A e (L), siano ¥, ..., yr € ¥ e siano
ty, ..., t; termini del linguaggio £. Se essi sono sostituibili rispettivamente a
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zione simultanea delle variabili ¥, ..., ¥, con i termini ¢,, ..., ;. Nel caso in cui
Y1, .--, Yy coincidano con le prime variabili individuali x,, ..., x;, seriveremo in
modo abbreviato Alt,, ..., {;]. Qualora non tutti i termini fossero sostituibili in
A, si considerers prima della sostituzione un’opportuna variante alfabetica di 4
(in modo che i termini diventino sostituibili); la formula risultante sara ancora
indicata con Alt;, ..., {,]. Adotteremo analoghe convenzioni per la sostituzione
nelle variabili di un termine.

Yi, .., Y in A, indicheremo con A[ ] la formula ottenuta per sostitu-

Definizione 1. Siano £ e £ linguaggi del primo ordine. Sia H € &(£') ta-
le che Lib (H) = {x,}. Sia F un’applicazione dallinsieme P(£)U F(L) U C(£)
dei simboli extralogici di £ allinsieme @(£') U F(L) U C(L") tale che se
Pe (L), allora F(P)e P(£) con Lib (F(P)) ={xy,...,x:}; se fe F(L),
allora F(f)e 3.(£"); se ce C(L), allora F(c)e C(L£").

Siano g e J' teorie rispettivamente in € e in £’. Diremo che la coppia
H=(H, F) & una seminterpretazione di J in J' (e la indicheremo con
I T—3") se:

i, o (3) Hl] vew
ii. b Hiz A .. A Hiz, ] — HIFC )y, ..y 2] fe F.(£)
iii. o H[F(c)] ce L),

Diremo che H & Yuniverso della seminterpretazione IC.

Per ogni t e Jeum(L) definiremo il termine ¢, e Jeem( L") in modo ricorrente
come segue

Te=x ce=F) (fltr, -, &) o =F(f)rocs o5 too) -

Per ogni Ae &(L), posto {¥i, ..., ¥, = Lib(A4), definiremo la formula
Ay e P(L') nel seguente modo:

(Py, .. 8))se & F(P)tiges s trocd NHly I ..o A Hly, ]
(ty =)o & (broe =laoc) NHly 1N ... N Hly, ]

(= B)y & By NHlyJA ... NHly,l.
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Se © & un connettivo binario, allora:
(BoCy e (ByoC) NHly IN ... NHly,]
((Fx)B), & (Fx)H[x1A By)
(V2)B)y & (Vo) H[x]— By) ANHly 1N ... N Hly,].

Definizione 2. Per ogni A € &(£) con {yy, ..., ¥, } = Lib(A) definiremo
la formula A nel seguente modo: A™ = H{y, 1A ... AN H[y, ] — As .

Ricordiamo che, secondo le convenzioni stipulate, le sostituzioni libere e si-
multanee vengono eseguite previo opportuno cambio alfabetico.

Definizione 3. Sia ¢: §— J' una seminterpretazione di J'in J”; diremo
che IC & un’interpretazione di J in ' (e scriveremo 3: T— J') se:

i s A™ A assioma non logico di J
ii. o+ F(P)— Hlx A ... A Hla] Pe P (£).

Data una coppia I = (H, F') & utile mettere in evidenza un’altra nozione; per
ogni A € &(L£) definiremo la formula A* nel seguente meodo:

(P(ty, ..., ))* & F(P)tiac, -y beacd, (b1 =8)* & (froe =toa), (7 B)* & ~B*.
Se © & un connettivo binario, allora:

(BoC)Y* e B*@C*, ((3x)B)* & (Fx)(HIx]AB*), (Vx)B)* & (Va)(H[x]—B*).

Lemma 1. Sia 9¢: T— 3’ e sia A e (L) con Lib (A) = {y;, ..., yx }. Allo-
ra st ho:

i Lib(4) = Lib (4, = Lib(4™) = Lib (4 %)

ii, | o Apees Higy DA ... AHly I ANA*

Dimostrazione. Sia la i che la ii si dimostrano per induzione sull’altezza
delle formule.

2 - 1l teorema (fondamentale) sintattico

Vogliamo ora dimostrare che un’interpretazione fra teorie traduce ogni teo-
rema A della prima teoria in un teorema A’ della seconda teoria. I Lemmi
2,..., 10 servono per concludere (Teorema 1) che, data 3¢: T— J', allora A &
un teorema di g, per ogni assioma logico di A di €. Per I'assiomatizzazione del
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calcolo dei predieati, abbiamo adattato quella di [3] a un linguaggio con tutti i
connettivi ed in particolare con entrambi i quantificatori; in sostanza, & sufficien-
te aggiungere ai 6 schemi di assiomi di [3] lo schema

(HAx)A <= = (Va) - A.

In tutto il seguito del paragrafo, supporremo che 3¢: §— J' anche senza esplici-
ta menzione.

Lemma 2. Se A ¢ una tautologia di £, allora F;A™.
Dimostrazione. Sia A una tautologia di £; allora A* & una tautologia di

£ e dunque anche H{y; I A ... AN Hly,]— A* & una tautologia. Per il Lemma 1
si ha che ;A%

I successivi Lemmi 3, 4 servono per la dimostrazione del Lemma 5.

Lemma 3. Sianot, Ti, ..., Tp,byy ...y b € Jaem(L) con Lib (8) = {21, ..., 2, }
c{wy, ..., ¢ } e siano yy, ..., yp voriabili individuali; allore si hao:

i ’_;T’H[zl]% %H[zvz]ﬁH[t:)(‘]

s Yis -5 Yn _ Yis -5 Yn
ii. t = fo
Tyy s Ty, 9 (rl):)(‘, "',(Th.).‘)(
sss Y15 - Y Yir -5 U Yis os Yn
. s eees b = t{ty, ..., U .
m t[tl {le (L] Tll} kl:TI? L] rh]] t[tl tk] |:T1; CERE] rh]
Dimostrazione. Tutte e tre le affermazioni si possono dimostrare per in-

duzione sull’altezza del termine 2.

Lemma 4. Sia Ae ®(£) con Lib(A) = {x, ..., xp}, siano t, 74, ..., 73,
tiy ooy b€ Feml€) e &, Yy, ..., Y variabili individuali;, allora si ha:

s s Ui s s Ui s s U
i }-A[tl[‘% J’},...,t,clyl y'HeA[tl,..,,tk][yl J’]

Tiy ooy Th Ty .oy Ty,

. I—(A M) A% [Zi] .
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Dimostrazione. Entrambe si possono dimostrare per induzione sull’altez-
za delle formule; per la i. nella base dell'induzione si utilizza il Lemma 3; per la
ii. nella base dell'induzione si utilizzano il Lemma 3 e la i.

Lemma 5. Sia A Uassioma logico (Ve)B — B [’E}, dove t ¢ sostituibile a x
N i t
in B; allora A

Dimostrazione. Se 4 & (Vx)B —»B[ag con ¢t sostituibile a x in B, allora

A* e la formula (Va)(H[x] — B*) — (B [1’]), che per il Lemma 4 & equivalente

o

o (Va)(Hz]— B*) — B* [;J

]. Per il Lemma 1, A" & equivalente in ' a
I

H(z]—... = H[z;] - (Vx)(H[z]—>B*)—»B* [: } ove {zi, ..., 2.} = Lib (4),

Py
e, utilizzando il Lemma 38, si dimostra che questa formula & un teorema di J°.

Lemma 6. Se A & uno degli assiomi logici B — (Vx)B, dove x ¢ Lib(B),
oppure (Vx)(B — C) — (Ya) B— (Vx)C, oppure (Fx)B< — (Vx) = B, allora
i_JIA:)('.

Dimostrazione. In ciascuno dei tre casi si dimostra che A* & una formula
valida, quindi anche H[z; 1A ... AH[z,]— A% la &; la conclusione segue dal
Lemma 1.

Lemma 7. Se x eV, allora 4 (x=x)".

Dimostrazione. Ovviamente (x=z)" & valida.

I seguenti Lemmi 8 e 9 servono per la dimostrazione del Lemma 10. Se
t e Jeen(LR) e x, y € ¥, indicheremo con £[x; y] il termine ottenuto da ¢ sostituen-
do y in qualche presenza di x; se inoltre A e &(L£), indicheremo con Alx; y1 la
formula ottenuta da B sostituendo y in qualche presenza libera di x, essendo ¥
sostituibile a x in quelle presenze della x dove effettivamente avviene la
sostituzione.

Lemma 8. Siano t,t, ..., t; € Jem(L) con Lib () ¢ {w%;, ..., %} e siano
%,y eV, allora si ha:

i. tlaw; ylye = tocle; ¥l

ii- t[tl [x9 ?/]7 LR tk[xr y]] = t[tI; ceeyy tk][x7 ?/]
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Dimostrazione. Essendo la sostituzione parziale una generalizzazione
della sostituzione totale, la dimostrazione procede sulle stesse linee di quella del
Lemma 3, cioe per induzione sull’altezza di ¢.

Lemma 9. Sia Ae ®(£) con Lib(A)={x, ..., x:}; stano ty, ..., 14
e Jeem(L) e siano x, y € V; allora st ha:

i. FAMG 2 v, ..., G le; y]l< Alt, ..., b ]lx; y]
ii. FA[x; yI* < A*[x; y].

Dimostrazione. Come per il lemma precedente, la dimostrazione procede
sulle stesse linee del Lemma 4, cioé per induzione sull’altezza delle formule. Per
la i nella base dell'induzione si utilizza il Lemma 8, per la ii nella base dell'indu-
zione si utilizzano il Lemma 8 e la i.

Lemma 10. Sia A lassioma logico (x =vy) — B — Blz; y}; allora - A™.

Dimostrazione. Sihache A* & (x=y)— B* — Blx; y]*. Per il Lemma 9,
questa formula & equivalente a (x =y) — B* - B*{x; y}; quindi -5 A* e a for-
tiori b5 Hlz11A ... AN H[2,]—A*. Per il Lemma 1, si ha la tesi.

Teorema 1. Se F5A™, allora 5+ ((Vy)A)Y*. Se A & un assioma logico,
allora 5 A,

Dimostrazione. Se A", per il Lemma 1 si ha che
Hlz], ..., Hlz;] -+ A% ove {zq, ..., 2} = Lib(4).

Sia che y e Lib (4) sia che y ¢ Lib (A), si ha che H[w.], ..., H{w;] 5 H{y] > A*
ove {wy, ..., w;} = Lib(A)\{y}. Generalizzando ora su ¥, osservando che
(Vy)(H[y] - A*) & per definizione ((Vy)A)* e utilizzando il Lemma 1 si prova
la prima parte.

SiapoiA = (Vy,, ..., ;) Boven = 0e B éunassioma dei sette schemi analizza-
ti. Si osservi che per n = 0, siricade in uno dei Lemmi 2, 5, 6, 7 0 10. In generale la
seconda parte del teorema si dimostra applicando 7 volte la prima parte.

I suecessivi Lemmi 11 e 12 servono per il Teorema 2, che asserisce che si ha
5 A™ per ogni teorema A di .
Lemma 11. Sia Be ®(£'), sie Lib(B)={wy, .., w.} con 7r=1,

sie {Y1, ..., Ypy 2Lib(B) e tale che rHly:1NA ... \NHly,]1—B. Allora
bo Hlw, A ... A H[w,]— B.

Dimostrazione. Posto k= card ({y, ..., ¥p}\{w1, ..., w.}), si procede
per induzione su k.
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Lemma 12. Sie Beé&ul£'); sia {y1,...,y,} tale che risulti
b Hly 1A ... A Hly,1— B. Allora |~ B.

Dimostrazione. Siano 9 un modello di ' ed s: V-—»>M tale che
o Hly, 1[s] per ogni =1, ..., p (visto che |5 (Jx)H[x], una tale s esiste).
Allora =, Bls] ed essendo B un enunciato =, B. Segue la tesi per 'arbitra-
rieta di I

Teorema 2. Se 5 A, allora 5 A™.

Dimostrazione. Utilizzando i Lemmi 11, 12 e il Teorema 1, si procede per
induzione sulle lunghezze delle dimostrazioni in J.

3 - La categoria Teor

In questo paragrafo ci occuperemo di strutturare la classe delle teorie in mo-
do da ottenere una categoria di cui esse siano gli oggetti. Una prima scelta dei
morfismi pud essere la seguente: se IC & un'interpretazione di J'in J°', allora
prendiamo 3¢ come freccia; chiaramente & spontaneo porre @am(I)=J e
Cad(9C) = &' . Finora abbiamo quindi deseritto un grafo orientato. Si tratta ora di
definire una composizione fra interpretazioni. A tale scopo premettiamo i se-
guenti lemmi.

Lemma 13. Sia 9¢: 3— 3, sia A € O(L), siano x, Y, Y1, ---, Yo € V CON Y
sostituibile a x in A, stano ty, ..., t, € Jeem£) con ty, ..., t, sostituibili rispetti-
vamente a Yy, ..., Y, in A Allora st ha che

tla Ty th (tl ).‘)(" --',(th).‘)c
A Yis - Yi
by oo b
s X X
. A <A,
! - M [y]

Dimostrazione. Per induzione sull’altezza di A. Nelle basi di entrambe le
induzioni si utilizzano i Lemmi 3 e 4.

i. ‘__[TIA I:ylx crey yh] eA:)(l: Y1s s Yn
I

]/\H[zl]/\.../\H[zk]

ove {2y, ..., 2, = Lib
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Lemma 14. Siano (=(H, F): §— 3 e %= (K, G): ' — J". Definia-
mo J=(J, L) nel seguente modo:

J=Hy L(P)=FP)y L(HH=G(F()) Llc)=G(F(c))
con Pe P(R), fe F(L), ce C(L). Allora:
i (o) = 1y t e Jeem( L)

i, o (Asc ) <> A, Aed(£).

Dimostrazione. Per il punto i si procede per induzione sull’altezza del
termine ¢. Per il punto ii si procede per induzione sull’altezza delle formule. Il
passo induttivo & semplice. Occupiamoci quindi solo delle formule atomiche. Per
esempio se A & la formula P(t,, ..., t;) con Lib (4) = {xy, ..., ¥, }, allora (A, )y &
la formula F(P)t19c, ..., Lol A Hlz1 1 A ... A\ Hlz, 1 che, per il Lemma 13 e il
Lemma 1, & equivalente in " alla formula F(P)y[Eise)n, v Erocdn )
NH[z Ix A\ ... N Hlz,]y. Per il punto i e per il Lemma 13, questa formula &
equivalente a F(P)x[tyy, ..., iyl A Hy[z:1 /N ... AN Hyl2,]; ma quest'ultima &
una variante alfabetica della formula (P(ty, ..., t;))y.

Teorema 8. Siano X=(H,F) =3 e A=K, G): 5 —g";, sia
J=(J, L) definita come nel Lemma 14. Allora J: T— ", cioé J é un’interpre-
tazione di  in J".

Dimostrazione. Utilizzando il Lemma 1 si dimostra facilmente che
Lib (L(P)) = {1, ..., ¥} per ogni Pe P(L) e che Lib(J)= {x}. Sia
x e, allora 5 (Jx)H[x]. Per il Teorema 2 si ha che ;- ((3x) H[x])*, ma
((3x) H{z])" = (QeXK[x] A H[z]y). Per il Lemma 1, questa formula &
equivalente in 9" alla formula (3x) H[x],. Per il Lemma 18 +H[x]y < Hy[z];
ne segue che (3x)Hlxly <> (Fx) Hy (], quindi 5 (3x) Hy[x]. Ma Hylzx] e
J[@] differiscono al piti per il nome delle variabili vincolate, quindi sono equiva-
lenti. Si ha dunque che 5 (Jx)J[x] e la i della Definizione 1 & provata.

Sia fe 5,(£), allora - HA ... A\ Hlx, 1 — H{F(f)xy, ..., %;)]. Per il Teore-
ma 2 segue Fo(H A ... A Hlx, ] — H[F(f)(xy, ..., 2)])" . Per la Definizione 2,
con facili passaggi proposizionali, tenuto presente il Lemma 1, si ha che

Fo KN NANK JNHy N N Hlep 1o — HIF(F) (o, ooy )]s

Per il Lemma 1 g Hy A ... A Hlaglx — HIF(f )%y, ..., %, )]yx; per il Lem-
ma 13 i }—J'”Hg" /\ e /\H[-’L‘],;]:)( —QH;)([(GOF)(f)(xI, ceey wk)].
Per il Lemma 13 ii g Hy A ... A Hylap 1= Hy[(Go F)(f) 2, ..., ;)] che
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differisce al pili per il nome delle variabili vincolate da
IN AT ] = JILO Xy, ... )]

Quindi anche la condizione ii della Definizione 1 & dimostrata.

Sia ora ¢ e C(L); allora b H[F(c)] e - H[F(c)}* = H[F(c)]y. Per il Lemma
18 segue g HIF(c)ly<> Hy[(GoF)(c)], quindi 5 Hy[(GoF)(c)]. Questa for-
mula differisce al piti per il nome delle variabili vincolate da J{L(¢c)}; la condizio-
ne iii della Definizione 1 & dunque provata.

Sia ora A un assioma non logico di J; allora ;A" . Essendo A un enunciato si
ha che k5 Ay e quindi g (A,)". Essendo A, un enunciato, ;- (Ay)y. Per il
Lemma 14 si ha allora che |~; A, , cioé }-;+A9, elai della Definizione 3 & dimostrata.

Sia infine Pe @, (£), allora - F(P)—H A ... \ H[x,] e quindi si ha che
Fo (F(P)—>HA ... N\ H[x;]1)*. Questa formula, per il Lemma 1, & equi-
valente in " a F(P)y—>Hy N ... NH[x,]x. Per il Lemma 13 sia ha che
o F(P)o — Hy A ... A\ Hy [, ]. Questa formula differisce al piti per il nome delle
variabili vincolate da L(P) — J A ... A J[x,] e la ii. della Definizione 3 & provata.

Dunque ;j soddisfa tutte le condizioni della Definizione 3 e I'asserto resta provato.

Definizione 4. Nelle ipotesi del Teorema 3, indichiamo con X3¢ l'interpre-
tazione J di in J" ivi introdotta: X3 = (Hy, L) ove L(P) = F(P)y per ogni
Pe (L) e L(f)=G(F(f)) per ogni fe F(£) e L(c)=G(F(c)) per ogni
¢ e C(£). L'interpretazione RIC verrd detta composizione di I con K.

Si osservi che la composizione di interpretazioni non si presta ad essere la
composizione di morfismi di una categoria; si verifica infatti che, in generale, es-
sa non & associativa. L'inconveniente pud essere superato modificando opportu-
namente la nozione di morfismo. Conviene infatti identificare due interpretazioni
quando, pur essendo formalmente diverse, esse sono equivalenti nel senso della
successiva Definizione 5.

Lemma 15. Siano X =H, F): §—3 e X =(K, G): §— J' tali che st
abbia F(o) = G(o) per ogni oe F(L) U C(L). Sono equivalenti:

i FoHeK e +qF(P)<GP) Pe o(L)
ii. o Ases> Ay Aed(L)

iii. o A% A Ae D).
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Dimostrazione.

i=>ii. Per induzione sull’altezza dei termini si dimostra che ¢, = ¢, per ogni
t € Jeen(L). Per induzione sull’altezza delle formule si dimostra che |5 A< A,
per ogni A e &(L).

ii=>iii. Sia A = (x; = ;). Dalla condizione ii si ha che -4 H <> K e quindi
che 5 Hly]<> K[y] per ogni i € ©. Ora con facili passaggi proposizionali si di-
mostra la condizione iii.

ili=>i. Per assurdo non sia 5 H <> K. Siano dunque 9% un modello di 9" e
s: V— M tali che FyH <> K[s]. Si ha

(FxHlsl e FxKls]) oppure (FyHls] e FxKlsD.

Le due situazioni sono analoghe, quindi senza ledere la generalitd con-

sideriamo la prima. Per il Lemma 1 (- (x; =x,))" & equivalente in J' a
H——(xy =) e (—(x; =2))" & equivalente in J' a K— — (2 =1x;).
Si avrebbe che KEgpH— - (x; =x)s] e FypK— (2 =2;)s] quindi
Ee (= (2 =2,)) < (= (2, =2,))" e questo & assurdo. Quindi intanto si ha che
FoHe K. Sia poi Pe @, (£). Si ha che F(P) -4 H— ... —» Hlx,]— F(P).
Per il Lemma 1 questa formula & equivalente in & a (P(x;, ..., x;) )", Per ipo-
tesi questa formula & equivalente in ' a (P(xy, ..., ;) ) per il Lemma 1

A

questa formula e equivalente in 9" a K— ... = K[z, ] — G(P). Inoltre
FP)Fg HN ... NHl2 ] 5 KN ..o A K2 ].

Applicando il modus ponens, si ha che F(P) ;- G(P). Analogamente si dimostra

che G(P) -5 F(P) e con questo il lemma & dimostrato.

Come anticipato, conviene considerare equivalenti due interpretazioni
I, R: T~> " quando coincidono, a meno di equivalenze in J°.

Definizione 5. Siano ¢ e X due interpretazioni soddisfacenti le ipotesi del
Lemma 15. Diremo che 3¢ & equivalente a X e scriveremo I~ XK, se

i. | FrHeK
ii. b5 F(P) <> G(P) Pe (o).

Osserviamo che la relazione introdotta & di equivalenza sulla classe delle in-
terpretazioni; il Lemma 17 dimostra che essa & compatibile con la composizione.

Lemma 16. Sia = (H,F): 3-—-3'; siano pot A,Be &(£) con
Lib(A4) = Lib(B) e tali che |-zA <> B; allora -5 Ay<> By.

Per la dimostrazione si utilizzano il Teorema 2 e il Lemma 1.
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Lemma 17. Siano 3¢=(H, F): >3 ¢ 3" =(H',F'). §— " e siano
R=(K,G): T =" e =(K',G"): —>3" tali che 3¢~ 3 e K~ NR'. Al-
lora R~ ARH' e RIC' ~ R

Dimostrazione. Useremo il Lemma 15 anche senza esplicita menzione.
Per definizione R = (Hy, R) e X' = (Hy, S) con R e S funzioni opportune.
Per quanto visto FHy<H. Sia ora Pe P(L), allora R(P)=F(P)y e
S(P) = F' (P)y. Segue che s R(P)<>S(P).

Sia f e F(£), allora R(f) = G(F(f)) = G(F'(f)) = S(f). Sia c e &(£), allora
R(e)=G(F(c)) =G(F'(c)) = S8(c). Segue che R~ AN

Per definizione X’ 3¢’ = (Hy, T) con T funzione opportuna; per il Lemma 15,
si ha che FHy<>Hsy. Sia Pe @(£), allora T(P)=F'(P)y. Segue che
o T(P)<>S(P). Sia fe F(L), allora T(f)=G' (H'()) =G(H'(f)) =S(f).
Sia c e C(L), allora T(c)=G'(H'(¢))=G(H '(c)) =S(c). Segue che RHC' ~ R' ¢’

Dal lemma testé dimostrato segue

Corollario 1. La relazione di equivalenza ~ della Definizione 5 é una
CONGTULNZA.

Nel Corollario 1 va considerata la struttura di algebra parziale risultante dal-
la Definizione 4. Per le congruenze ed i quozienti delle algebre parziali si con-
fronti [4].

Osserviamo che a meno di questa congruenza, la composizione di interpreta-
zioni & associativa e ha elementi neutri. Valgono infatti i seguenti risultati:

Lemma 18. Siano date le interpretazioni: : T—J', A: T —3J" e
Jo "> " Allora J(HICO) ~ (JR) IC.

Per la dimostrazione si utilizzano i Lemmi 14, 16.

Teorema 4. Sia T una teoria, sia H = (x, =x,); per ogni P e P, (£) sia
F(P) = P(xy, ..., x) e per ogni 0 € F(L) U C(L) sia F(o) = 0. Allora la coppia
J=(H, F) ¢ un'interpretazione di J in J.

Nell’enunciato seguendo 1'uso dei categoristi, & indicato con lo stesso simbolo
un oggetto di una categoria e Pidentitd su di esso.

Dimostrazione. Per induzione sullaltezza delle formule si dimostra che
1 s A A Ae (L.
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Ne segue che 5 A7 per ogni teorema di A di J. Gli altri requisiti della Defini-
zione 3 sono chiaramente soddisfatti, da cui la tesi.

Definizione 6. Fissata g, l'interpretazione J definita come nel Teorema 4
verrd detta identita su J. Tale terminologia & giustificata dal

Lemma 19. Siano I¢: "> T e K: —J'. Allora RT~ R e FIH ~ (.
Il lemma & ovvia conseguenza di (1).

Corollario 2. L’algebra parziale quoziente é una categoria che sard indi-
cata con Teor.

La composizione in Teor & cosi definita
[x]-[9¢] = [9ta(] H:T—g", R T —-3".
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Summary

In [1] a suitable category Teor of first order theories has been defined for languages
without function symbols. The morphisms are still the equivalence clusses of interpreta-
tions; but this mew setting requirves o revised concept of «imterpretation» between
theories.
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