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Deformazioni finite

in solidi elastici omogenei e isotropi (**)

1 - Introduzione

Lo studio delle deformazioni controllabili o universali & stato affrontato origi-
nariamente per solidi incomprimibili da Rivlin [9]-[12] ed & stato esaminato suc-
cessivamente da vari autori, tra i quali Ericksen [5] che inizio a studiare i mate-
riali comprimibili, omogenei ed isotropi dimostrando che le deformazioni finite
controllabili devono essere omogenee [13].

In recenti lavori Carroll [3], [4] ha esaminato tre particolari classi di materia-
1i nell'intento di studiare la possibilita di avere deformazioni controllabili in essi.
I materiali sono caratterizzati da un potenziale elastico W espresso dalla somma
di tre funzioni, una delle quali & arbitraria mentre le altre due lineari, ciascuna
dipendente ciclicamente da uno degli invarianti principali del tensore sinistro V.
I materiali armoniei introdotti da John [6] sono una delle tre classi studiate da
Carroll.

In [3] Carroll, dopo aver esaminato la dipendenza del potenziale W dal gra-
diente di deformazione F' o, per l'invarianza alla rotazione, dal tensore destro di
Cauchy-Green C, considera nel caso di materiali isotropi la dipendenza di W da-
gli invarianti di V. In particolare, sono ricavate tre soluzioni per deformazioni ci-
lindriche, una per ogni classe dei materiali esaminati. ~

Lo stesso autore in [4], analizzando le deformagzioni cilindriche e sferiche de-
terminate in [3], studia le condizioni che devono essere verificate perché asse-
gnate deformazioni siano controllabili per ogni classe di materiali. Dimostra cosi
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che le tre classi di materiali da lui considerate sono le pill larghe classi di mate-
riali che ammettono le deformazioni controllabili di [3].

In [1] gli autori studiano una particolare classe di materiali assumendo il po-
tenziale proposto da Tolotti in [14] (ved. [2], [7] e [8]), lasciando un grado di arbi-
trarietd nella funzione di J = det F presente in esso, arrivando a dare come solu-
zioni controllabili, sia in coordinate cilindriche che sferiche, quelle espresse da
una proporzionalitd tra le coordinate radiali della configurazione attuale e della
configurazione di riferimento, sovrapposta ad un allungamento assiale nel caso
di deformazioni cilindriche.

In questa nota si considerano le tre classi di materiali di Carroll ma si am-
mette che W dipenda dagli invarianti principali di C, come imposto dai principi
fondamentali per materiali elastici isotropi. Tale scelta & giustificata in modo na-
turale dal fatto che per i continui solidi, contrariamente a quanto accade per i
fluidi, & essenziale considerare la deformazione nella configurazione attuale in
relazione ad una configurazione di riferimento, alla quale & associato il tensore
lagrangiano C. In tutti e tre i casi, contrariamente ai risultati ottenuti da Car-
roll, si trova in coordinate cilindriche la stessa soluzione di [1] e si verifica che le
soluzioni di [3], perché possano essere deformazioni controllabili, devono ridursi
alle relazioni di proporzionalita qui ottenute.

Si ricava infine 'equazione differenziale alle derivate parziali del secondo or-
dine che caratterizza la forma di W compatibile con una deformazione del tipo di
quella ammessa. Se questa & la deformazione determinata precedentemente, si
trova che essa & compatibile con qualunque forma di W, quindi anche per le tre
classi di materiali studiate, in armonia con quanto dimostrato in [5] e [13].

2 - Premesse

Sia S un solido elastico, che occupa la configurazione C, i cui punti sono indi-
viduati, rispetto ad un prefissato sistema di coordinate cartesiane ortogonali, dal
vettore x. Fissata una configurazione di riferimento Cy, che assumiamo naturale,
omogenea € a temperatura uniforme, e indicando con X il vettore che individua
la stessa particella di S individuata con x in C, il gradiente di deformazione & de-
finito da

@.1) F = gradyx J=det F>0.
Tenendo presente il teorema di decomposizione polare, si ha

2.2) F=RU=VR
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dove R & un tensore ortogonale proprio, U e V sono due tensori simmetrici e de-
finiti positivi, con i quali & possibile introdurre i tensori destro C e sinistro B di
Cauchy-Green ed il tensore di deformazione E mediante le relazioni:

(2.3) C=U*=F'F=1+2E B=V:=FFT.

Rivolgendo Pattenzione a trasformazioni Cy — C isoterme, & possibile consi-
derare il potenziale isotermo W = W(F'). Tenendo conto dell'invarianza della for-
ma di W alle rotazioni [15], si dimostra che la dipendenza di W dalla deformazio-
ne & possibile tramite C o E.

Assumiamo pertanto

(2.4) W =W(C)

con la quale il tensore degli sforzi di Cauchy T e i tensori di Piola-Kirchhoff T e
T,, legati dalle relazioni:

(2.5) JT =T,FT T.=FT,
sono espressi da:

=W - W _op W —oy-1p W pr
(2.6) T, IE T, F 2F 3C T=2J""F 3C F".
La (2.4), supponendo che il materiale sia isotropo, per i teoremi di rappresen-

tazione [15], si pud scrivere
@m0 W=WdUg, I, III¢)

cioe¢ W viene a dipendere dagli invarianti principali di C.
Nelle (2.6) &

ow _ ow 8¢ | aw Ol , aw Ol
ac ~ dl, oC " Al aC " oIl &C

= (_QVK W v, _ 9o
ol oll; oC

2.8)
W et
air, ¢

+ I¢

)1 C + I,

e di conseguenza si ha, in particolare (ved. (2.6)3), Uespressione del tensore degli
sforzi di Cauchy

oW |, 2 W

oW 2 W pm
alrl; ' T alg

)B -2 2

2.9) T=2J Il J oIl

+ Ic
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che, in condizioni statiche ed in assenza di forze di massa, deve verificare l'equa-
zione di equilibrio in C

(2.10) divT=0.
Osserviamo che il potenziale (2.7) e lo sforzo (2.9) si annullano in C; se

~ _ W oW oW -
(2.11) W(s,38,1)=0 [ al, +2 B + Elii lig=ng=3,n1,=1=0.

3 - Deformazione cilindrica

Con riferimento ad un sistema di coordinate cilindriche 7' = O, e,, ey, €,
con e, = k, terzo versore del riferimento cartesiano precedentemente fissato
T=0,1i,j,k, consideriamo la deformazione espressa da

8.1 r=r(R) 0=06 2=1Z

in base alla quale la particella, che in C; occupa la posizione espressa da
(X,Y,Z2) o (R,0,2), in C si trova nel punto di coordinate (x,y,z) o
(r, 0, 2).

Tale deformazione descrive un’espansione radiale dei ecilindri cavi R=¢
costante, accompagnata da un allungamento lungo il loro asse 2. Si ammette per
essa:

dr
2 === >0 A>0
3.2) "= 1R
per cui potremo considerare anche la funzione inversa R = R(r).
II calcolo del tensore di deformazione (2.1) in coordinate cilindriche porta ai

seguenti risultati

" 0 0
(3.3) F=|0 % 0 F=V=UR=1
0 0 2
per cui (ved. (2.3)) si ha
ur 0 0 5
3.4) C=B=|0 u.0 u1=(r’)2,uz=#’ﬂ3=lz-

0 0 us
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Quindi

(3.5) Ie=pr1+ustus He=pips+ps(uy+ug) IHle=J=ppuops.

Dalla (2.9), tenendo conto dei risultati ottenuti, con qualche caleolo, si trova
che le componenti principali del tensore degli sforzi sono espresse da

_ oW _ . M1 oW ow

T =20 g, + 7 Vagg + e ¥ a9 g 1
i OW . Ha OW oW

(3.6) Too = 2{J opr + 7 Lo, T Wt 1) 51
oy W s OW ow

T =20 gpp + 7 L, Tt ) g1t

Queste devono verificare la (2.10), che nel nuovo sistema di coordinate si ri- -
duce alla equazione radiale

T 1 _
3.7 -dT + P (T, — Tge) =0

che diventa

d g oW | oW

CLAN
ar Ve, T T Vel

all,

+ (g +us)
(3.8)
U1~ Yo (_@__W_ —cl

7 o, s =0

1
T
4 - Forme particolari del potenziale W

Consideriamo ora la classe di materiali per i quali I'espressione (2.7) del po-
tenziale assume la forma

(4.1) W=fUc)+fale) + f3UIIe).
Di conseguenza il tensore degli sforzi (2.9) diventa

@2) T=2J/fsUlc)1+ %’[fll e) +1c f2(Ic)B — :sz2’ (I1¢) B?

e le condizioni (2.11) si riducono a:

(4.3) L) +£(3) + /(1) =0 f1(3)+2f2(3) +f3(1)=0.
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L’equazione di equilibrio (3.8), calcolando le derivate rispetto ad r tenendo
conto delle posizioni (3.4)y 3 4 € della (4.1), si scrive

(r'y

22
14+ = [()? - 1-2—]}

2 2
+f2'<llc){%[(’:,) (R2 Fan+ A [(,,, -
(r ')2 dl¢

dr

ALt

(4.4)

+f3 (UIC) + file)
( ')2

' ’I" IC " dJ _
+f )| (o2 AN =1+ FUlI) 2] - =0.

Esaminiamo ora separatamente tre casi caratterizzati dallipotesi che nella (4.1)
solo una delle tre funzioni f; (i = 1, 2, 3) sia arbitraria mentre le altre due siano
lineari, ciclicamente.

4a - Materiali di classe 1

Questi solidi sono caratterizzati dal potenziale (4.1) con f; (I¢) funzione arbi-
traria mentre le altre due funzioni sono lineari, cioé

(4.5) W=£fUe)+bUIc—38)+cIl;—1)
con (ved. (4.3))
(4.6) f(3)=0 f18)=—(2b+0c).

La (44) si riduce all’equazione

& ) : ’ (7" P dr
w U (3 1771+ oy ' = LT} + o) - G
' & ) 2 ) dJ
+b{ 7 (R +/1)]+———[(7') ]}+ =0

che & verificata qualunque sia la funzione f; (I¢) e per ogni valore di b e c, con le
limitazioni (4.6), se e solo se risulta (ved. (3.2))

dJ _ (r')? 22 2
dT—O d'r[ 7 (R AN)]= J[R2 (r')]

2 o d[
fl’<lc){§;[('”J) 1+ %[(N 220+ £ (” < —o.

4.8)
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Dalla prima segue
4.9) J=¢

con ¢; costante (¢; > 0), per cui, in base alle (8.5); e (3.4)y, 3 4, si ottiene

2O R
(4.10) r' = 1T
la cui integrazione da
(4.11) r2= LR 4+ o

con c* costante (c*= 0).

d 1 d ; i Jespres-
La (4.8),, tenendo presente che - an © sostituendo in essa espres
sione di J, r' e r2R ~2 date dalle (4.9), (4.10) e (4.11), si riduce a (¢*)* R~*=0,

per cui si ha

(4.12) c*=90.
La soluzione (4.11) assume pertanto la forma
1
(4.13) r=ER §=(%)2

indipendentemente dalla particolare epressione di f; (I¢) e quindi di f{ (I¢), che
compare, con fi(I¢), nella (4.8);, in quanto, procedendo in modo analogo a come
si e ricavata la (4.12), si pud controllare che la (4.8); & automaticamente verifica-
ta essendo nulli i coefficienti di f{ (I¢) e di f{(I¢), avendosi in particolare

c
=L + 1% = costante..

4.14) Io=2~

4b - Materiali di classe I

Il potenziale (4.1) assume per questi materiali la forma
(4.15) W=allc—-3)+fLUIe) +cIllc—1)
con (ved. (4.3))
(4.16) £LB)=0 e 2f3(8)=—(a+c)

dove f2(Il¢) € una funzione arbitraria del secondo invariante principale di C.
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L’equazione di equilibrio (4.4), che ora diventa

__d_ (,),,1)2 _l__ r2__/r_2 d_J
a{dT[ 7 1+ S 1) 2]}+cdr
N2 2
@I RS T S e+ Ay - D)
\2 I
wfure (L5 + i Ye

dr

deve essere verificata per ogni valore di ¢ e ¢ e qualunque sia la funzione f; (I1¢).
Cid accade se e solo se:

al (r'?. 1 o2 .
d7*~0 dfr[ 7 1= rJ[R‘r? (r")]
[AVA 2
4.18) i (IIC){ad—[S%)—( 5 +/12)]+ [(r P- 5l
2 dll
f'(Hc)( ") (—- 2% —*< =0.

dr

Dalla (4.18), segue J = ¢; con ¢; costante (e; > 0). Si ha quindi (ved. (3.5);,
(84)2 3 4 come nel caso precedente)

(4.19) r' =

con e* costante d’integrazione (e¢* = 0).

Operando ancora come si & fatto per ricavare la (4.12), la (4.18), si riduce a
(e*® R™*=0, per cui & e* =0 nella (4.19), e questa si pud porre nella forma
seguente

1
(4.20) r=ER 23—(———)2
La soluzione trovata verifica la (4.18)s, in quanto & nulla Pespressione a fatto-

re di f3 (II¢) e nel termine con fy(Il¢) & IIo = e "2 + 2¢, A = costante.

4¢ - Materiali di classe IIT

Supponiamo ora che il potenziale (4.1) sia del tipo

4.21) W=aly—-3) + bl —3) + f,UII).
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con (ved. (4.3))
(4.22) (1) =0 fe (1) = —(a + 2b).

L’equazione (4.4), che ora si modifica come segue

G0 S
a{—&;[ 7 ]+“*TJ[(7) 2]}
(4.23) d P 2, s 1P
+b{ [ (R +/1)]+ [(r) ]}

+fs (L) + 2J2 (1)) d_ =

deve essere soddisfatta per ogni valore di a e b e qualunque sia la funzione
fsIIl¢), per cui deve essere

(’)" )2 1 r = \2

*j[‘]‘é‘z‘ (r'y]

4.24 1 (T ) 2 ,
(424) ﬁa[ (R 2= - [~ (]

[

]:

[fs ) + 22 f{(III)] }T =

Nelle (4.24);, » i secondi membri coincidono per cui devono essere uguali an-
che i primi membri. Questa condizione, tenendo presente 'espressione (8.5); di J
con le (34)s 3 4, si riduce a

(4.25) d_ (r' —]—%- =0
e da questa si ha »' % =d;, che integrata da
(4.26) r®=d,R®+d*

con d; >0 e d*=0.
Sostituendo tale relazione in una delle (4.24); , si ricava in entrambi i casi
(d*)* R™2=0, onde d*=0, per cui la soluzione (4.26) assume la forma
1

4.27) r=ER con E=(d;)?.

L’ultima delle (4.24) & automaticamente verificata da tale soluzione essendo
J = Ad; = costante, conseguenza questa gia presente nella (4.25) dove compare
la derivata di JA71.
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5 - Esame delle soluzioni di [3]

In [3] sono state trovate le deformazioni:

1
—;—(a——l)R+% r={a+A2)R:+B1%Z —AR 72 RZ+B

2

6.1) r= <

rispettivamente per le classi I, IT, III dei materiali ivi esaminati, supponendo

cioé una delle f; (i = 1, 2, 3) funzione arbitraria, mentre le altre sono lineari ne-
gli invarianti di V, ciclicamente.

Con noiosi caleoli, sostituendo la (5.1); nella (4.7), si ricava una equazione che

& verificata per ogni valore di b, ¢ e qualunque sia f; (I¢) se e solo se nella (5.1); &

(5.2) g=0.

In modo analogo, con la soluzione (5.1); sostituita nella (4.23) si ottiene ancora
B = 0. Risulta invece molto pili complessa la verifica della (5.1), con la (4.17), per
cui faremo altre considerazioni e precisamente sulla condizione (2.1), verificata
certamente per le assunzioni espresse dalle (3.2), ciog (ved. (3.6)3)

(5.3) J=¢’%i>0 YR>0.
Con la prima soluzione (5.1); si ha
(5.4) Jeatta—ar-L1s0 VR >0
4 R

e cid equivale a S =0.
Per la seconda classe di materiali la (5.1),, dovendo essere nel radicando
B=0, da

2 2a+A?)R%+ e T = —

(5.5) J=2A(a+ 22’2) _ % ( ) ﬁl con ]%12’10{]_ [0’
[(a + A2)R? + B1?

cioé J cambierebbe il segno positivo ammesso, mentre invece § =0 implica

1
J=Ala+21%—21(a+A%)2%]1>0.
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Per la terza soluzione vale il discorso fatto per ricavare la (5.2), in quanto tale
soluzione non contrasta con la condizione (2.1),.
In definitiva le soluzioni (5.1) devono assumere la forma da noi ricavata

1., _
—2(a )

1
(5.6) r=ER 0<& =(a+1%)2% -2

1
2

=(ad™!)

con la notazione di [3].

6 - Un’osservazione sulla forma di W compatibile con la soluzione trovata

L’equazione di equilibrio (2.10) in coordinate eilindriche e nell'ipotesi di de-
formazioni espresse dalle (8.1) si riduce alla sola equazione radiale (3.7). Come si
& visto precedentemente, tale equazione nel caso di materiali isotropi, per i quali
W & data dalla (2.7), assume la forma (3.8).

La variabile », che compare nella (3.8), pud essere eliminata con la rela
zione

dug _ U2 .
6.1) el i (Vir — Viaz)

ottenuta in base alle (3.1) e (3.4). Ma con tale sostituzione & possibile eliminare

anche la P per cui la (3.8) assume la forma
#1 W
dptz t amc +5 [al et uy) -1
(6.2)
Pl Vi W\ _
2 \/— aIC #3311, '



216 G. AMENDOLA € A. MANES [12]

Effettuate le derivate e tenuto conto delle relazioni (3.5), nelle quali 1 & co-
stante (ved. (3.2),), con qualche calcolo, si ottiene

\/_ W duy

+ 2 Py (S22 )
( \/* A, [ L T A Vis Vi,
1 duy W i@ FW
+2ﬂ3(ﬂ1+ﬂ )&UI +u,(1+ ) F
du, dﬂl >FwW
+ + oy L (14 =2y
prug +psdu + ps ;s us( dug)] B7E
(6.3) Fug o (i + iy —) W
. oIIIZ
d
+uqluy +ﬂ2 d S+ (U + 2us)(1 + Ml)] a???;c
duy d/"l 82W
tuuslpy + e 71— s +up (1 + )] BT

d
g pgl(2uy + pg)py + e ﬁ)ﬂtz#g(H—)l FW_ _y.

duy " Il I,

Osserviamo che la (6.3) puo essere ricavata anche dalla (3.11) di [3] caleolan-
do le derivate in base alla (2.7) ed esprimendo le 1; (i = 1, 2, 8) in funzione delle

;. Si ha cioe ;= \/u—Z ed in particolare % \/\/:1 32;

Questa equazione pud essere usata nella ricerea delle deformazioni cilindri-
che del tipo descritto dalla (3.1), purché sia assegnata le forma del potenziale W
nella (2.7). Essa diventa una equazione differenziale del primo ordine per la fun-
zione u; = p1(Us, u3), che caratterizza, in base alle (34), la deformazione r
= #(R). In tale senso 'equazione (3.8), ad essa equivalente, & stata usata per de-
terminare le deformazioni compatibili con le tre forme di W, date dalle (4.5),
(4.15) e (4.21).

d
Supponendo invece nota la deformazione radiale e quindi anche et

due
zione di uq, us € us, la (6.3) costituisce una equazione differenziale alle derivate
parziali del secondo ordine che caratterizza la forma di W compatibile con la de-
formazione ammessa.

Assumiamo, in particolare, la soluzione

in fun-

(6.4) r=ER

precedentemente determinata per le tre classi di materiali considerati.
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In corrispondenza di tale soluzione si deve calcolare 'espressione della deri-

vata %, che compare nella (6.3) nei coefficienti di tutte le derivate di W. Si
2

controlla facilmente che tali coefficienti sono contemporaneamente nulli. Si ha
infatti:

dful d,ul d/ul
65 1+ —=0 +ug+ (U +pg) = =0 Fu, =2 =0
dits My T g T\ T Ug it Hy1T He it

la seconda delle quali & conseguenza del verificarsi delle altre due, ma che in
ogni caso esprimono (ved. (38.5)) Tannullarsi delle derivate di I = cost.,
Il = cost., III; = cost.

du, \/#—1

Risulta inoltre: — 4+ —= =90

dez Vg

avendosi anche \/y_1 + Vo + \//1_3 = costante.
Segue pertanto che la (6.4) & soluzione della (6.3) qualunque sia la forma di W

e quindi, in particolare, anche per le tre classi di materiali studiate precedente-
mente.
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Sommario

Cylindrical expansions or compactions, with axial stretching, are controllable defor-
mations for three particular classes of homogeneous and isotropic materials, studied by
Carroll, when the strain energy function depends on the principal invariants of the right
Cauchy-Green tensor C, and not of the stretch tensor V as Carroll supposes, if they redu-
ce to a simple proportionality between the actual and the reference radial coordinates.
We note that, with the new strain energy function, Carroll’s solutions must reduce natu-
rally to owr solution. At last, if we assigne this deformation, we show that it is compati-
ble with any form of the energy function, whose arguments are the principal invariants
of C.



