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Un teorema di Radon-Nikodym in spazi localmente

convessi rispetto alla integrazione per seminorme (*¥)

Introduzione

Teoremi di Radon-Nikodym sono stati forniti da molti autori, nel caso nume-
rabilmente additivo da Z. Artstein [2], F. Hiai [12], J. Ban [3], C. Castaing, A.
Touzani, M. Valadier [9] quando Vintegrazione utilizzata & quella di Aumann, da
D. Gilliam [10], C. Blondia [4] per misure a valori in uno spazio vettoriale topolo-
gico E localmente convesso e nel caso finitamente additivo da H. B. Maynard
[14], J. W. Hagood [11], D. Candeloro, A. Martellotti [6], [7], A. Martellotti, A. R.
Sambucini [16], A. Martellotti, K. Musial, A. R. Sambucini [17], ed altri.

L’integrazione qui utilizzata & quella per seminorme [18] che & una estensio-
ne di quella di Bochner. In questo lavoro & stato ottenuto un teorema di Radon-
Nikodym multivoco in assetto finitamente additivo per mezzo di un confronto
tra Yesistenza della derivata di Radon-Nikodym e alcune proprieta dei ranghi.
Nel Teorema 1 e nel Corollario 1 sono state fornite condizioni necessarie e suffi-
cienti per P'esistenza di una derivata di Radon-Nikodym limitata. Dalle condizio-
ni fornite, la (4), pit forte delle analoghe presenti in [14], [11], [16], introdotta in
[4] e sostituita dall'introduzione di uno strong integral (S.I) in [10], & necessaria
per Pesistenza della derivata di Radon-Nikodym.

Nel caso in cui la derivata di Radon-Nikodym non sia limitata si ottiene solo
una condizione necessaria. Lia condizione sufficiente & attualmente un problema
aperto; in ogni caso la proprieta di avere rango medio piccolo localmente esausti-
vo non sembra sufficiente ad assicurare P'esistenza della derivata se la famiglia
delle seminorme & pilt che numerabile.

Infine si considerano aleuni casi particolari; nel ecaso in cui lo spazio localmen-
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te convesso & di Fréchet, si ottiene che lereditarietd della proprietd di avere
rango piccolo & sufficiente per l'esistenza della derivata e nel caso numerabil-
mente additivo, I'esistenza della derivata implica la proprieta di avere rango me-
dio localmente p-precompatto. Per quanto riguarda le tecniche dimostrative non
e stato possibile adottare quelle utilizzate in [4], [5], [10] poiché nel caso finita-
mente additivo non si hanno lifting.

1 - Preliminari e definizioni

Sia £ un insieme e X una sua o-algebra. Siano X uno spazio vettoriale local-
mente convesso e Ty e @ un insieme filtrante di seminorme continue su X defi-
nenti la topologia di X.

Denoteremo con @, (X) Pinsieme dei non vuoti, chiusi limitati e convessi di X
e con Y un sottospazio di C,(X) completo. Per ogni p € Q sia &, la pseudometrica
di Hausdorff associata a p. Un insieme X contenuto in @,(X) si dice limitato se
per ogni p e Q esiste un r, > 0 tale che glélghp((], {oh <7,

Definiamo poi, per ogni pe @, il p-diametro dellinsieme X il numero
0,(€)= sup h,(C, D) <2suph,(C,{0}).
C,De Ced

Sia M: £ — C,(X) una multimisura finitamente additiva. Per ogni p € Q e per
ogni e X la p-variazione di M su E & definita da:

(A;)e P(A)e

M|, (E)=sup o (M (4:),{0})

dove P(A) denota la famiglia di tutte le partizioni finite di E costituite da insie-
mi X-misurabili. Si dice che M & b.v. se, per ogni pe @, |M|[,(2)< + .
Siano M, 4 due masse con M: 2 — C,(X), u: T — R limitata. Diremo che M &
assolutamente continua rispetto a u (e scriveremo M << u), se e solo se per ogni
£>0 e per ogni pe@ esiste un d(g, p) > 0 tale che, per ogni EeX con
|u|(E) < 6, siha che |M|,(E) < e. M & scalarmente dominata da u, se per ogni
p e Q esiste K, > 0 tale che, per ogni £ € 2, |[M|,(E) < K, |u|(E). M & subordi-
nate rispetto a x4 se per ogni p e @ esiste N,eN tale che, per ogni E € X,
M(E) e N,CO{u(F), F ¢ ES} dove CO{u(F), F € ES} Y rappresenta la chiu-

sura delle combinazioni convesse », C;u(4;) con
i=1
7
A;cEZ CieY 2 h(Ci{0h=1.
i=1

In [18] e stato introdotto il concetto di integrabilitd per seminorme per una mul-
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tifunzione F': Q2 — C,(X). F & integrabile per seminorme o p-integrabile se per ogni
p € Q esiste una successione di multifunzioni semplici (F?), tale che:

Po- hy(FE, F) & misurabile per ogni neN e h,(F}, F') converge a zero in
J-misura,

Di. h,,(F,’f,F)eLl(.Q, Z,u) e per ogni FeX nl'_% thp(Fﬁ,F)d/A=O

Dz. per ogni FeX esiste ed & unico xzeC,(X) tale che nh'm hy(J F} du, 2g)=0.
> 0O E

In tal caso si pone xz = [Fdu.
E

Sia u:2— R una massa limitata e |x| la sua variazione. Consideriamo i
sottoinsiemi

St={EeZ: [u|(B)>0} Z2={Ee3:|u|(E)<2|u®E)]|}.

Con il simbolo EX indicheremo £ N X; analogamente EX? sta per E N 32, Se
u & limitata ed EeX*, allora o E X2 oppure esistono A, Be 3?2 tali che
E=AUB.

Introduciamo ora gli insiemi:

M)
2y = 2
A(EZ?) {_“,u(F) , Fe EZ% u(F) =0}

A, (B, &) ={CeY: hy(M(F), Cu(F)) < ¢|u|(F) VFeE3}

chiamati rispettivamente rango medio, e rango (p, &)-approssimato di M rispet-
to a u.

Fissato p € Q si dice che una proprietda P(p) & u-esaustive su un insieme
E € X se esiste una esaustione (%;); € X di F tale che per ogni ¢ I'insieme E; gode
della proprieta P (p). In tal caso (E}); si dice una P (p)-esaustione. Una proprie-
ta P(p) & locale se per ogni £ e X esiste H e EX* che soddisfa P (p). Una pro-
prietd P(p) & ereditaria se dati A, Be % con B¢ A, se A gode della proprieta
P(p) anche B gode della proprietd P (p). Osserviamo che la proprietd di avere
rango (p, €)-approssimato non vuoto e di avere rango medio piccolo sono eredi-
~ tarie. Una proprietd P (p) si dice a differenza nulla se per ogni coppia di insiemi
A,BeX" tali che |u|(A4B) = 0 si verifica uno dei due ecasi: entrambi godono
della proprietd P(p) oppure nessuno dei due. Se M << u allora, per ogni p € @, la
proprietd di avere rango (p, )-approssimato non vuoto & a differenza nulla.
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2 - Un teorema di Radon-Nikodym

Proposizione 1 (Principio di esaustione). Sia u: X — R una misura fini-
tamente additive limitata. Fissato p e @ sono equivalenti le due condizioni:

per ogni E e X" la proprieta ereditaria P(p) é u-esaustiva su E
per ogni & >0, esistono C(6,p)eX* ed a(d, p)el0, 1[ tali che:

|| (2 = C) < 8, per ogni E e CZ* esiste F e EX™ tale che |u|(F) > a|u|(E)
e F gode della proprieta P(p).

Si dirad allora che la proprietd P(p) & localmente esaustiva.
Dimostrazione. E analoga a quella riportata in [11].

Proposizione 2. Date M:Z—Y e u: £— R limitate, risultano equiva-
lenti le condizioni:

(8) la proprietd di avere rango (p, €)-approssimato non vuoto & localmente
esaustiva

(8") la proprietd di avere ramgo medio piccolo é localmente esaustiva.
Dimostrazione. E analoga a quella riportata in [11].

Proposizione 8. Siano M:¥—Y e u: ¥ — R masse limitate. Se per ogni
EeXt,peQ,e>0la proprietd di avere rango (p, €)-approssimato non vuoto
& u-esaustiva su E allora esiste una successione generalizzata di partizioni
PL={E&™, ie N}, tali che:

31 lim |uf(@- .UkEi“’”)) =0 per ogni (L,n)e®
3.2 fissato L cQ, L finito, ¥, raffina 9%

3.3 per ogni LcQ, L finito, n,1eN, st ha che A, (EP-", %) = 0.

Dimostrazione. Scelto ¢ = 1 pe @, sia (EP'!); una esaustione di £ tale

'é‘ﬁ' ’

che, per ogni 1, A,(EP', 27 ) = fe Q= U EP'. 1l procedimento ora applicato
1

ad @ si puo ripetere per ogni E/” ! e quindi procedendo ricorsivamente & possibile

ottenere una successione di esaustioni (E%' "), in modo che: A, (EY™,27") = f e
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EP" = U EP!* e 2= EP". Fissato allora L ¢ Q, L finito, sia p;, = > p;,

p;el, e sia PL={EP"}.
Ottenuta la successione generalizzata di u-esaustioni & possibile associarle una
successione generalizzata (Gf ) <o di multifunzioni semplici nel seguente mo-

do: poiché per ogni n (E5'™), & una esaustione di 2, in corrispondenza di ¢ = n

esiste un k(n) tale che |u|(Q2 - '<L1~J< )Eip’”) < e. Definiamo allora

GP = % CP" 1gpn+ {0} 1g_ y gr»  CP"eA (BP", 27").
i< kin) : i<k ¢

In tal modo & possibile costruire una successione (G?), di multifunzione semplici e
quindi p-integrabili. Porremo allora GZ = GE-.

Supporremo d’ora in poi che (Q, X, u) sia completoeche M: 2 — Y, u: S — R
siano masse limitate.

Teorema 1. Date M e u sono equivalenti:

RN;. esiste G:Q — Y p-integrabile e limitata tale che f Gdu = M(E) per
ogni FeX

RN,.

1) M<u

2 AR3?) ¢ limitato

(4)  esiste una successione generalizzata (PL YL, w e o Che soddisfa le condi-
zioni 8.1, 3.2, 8.3 e tale che la successione generalizzata associata (GE)g wea
converge in p-misura ad unae multifunzione F: Q — Y.

Dimostrazione

RN;=RN;. Se G & la derivata di Radon-Nikodym di M rispetto a u la (1) &
ovvia. Inoltre, fissato pe @, F e 32, 7, = sup h, (G, {0}) risulta:

deu
Ry ( (F) ,{0h = h( ) {0}
7p || (F)
P
= T e 6 10D < [T Tin@,{0balul < i <o,

e quindi A(2X2) & limitato.



54 A. R. SAMBUCINI [6]

Poiché G & p-integrabile, sia (G?), una successione di multifunzioni sempliei
definente. Fissatie > 0 e p € @ sian(e, p) € N tale che [ ©,(GE, G)d |u| < &. Poi-
o] .
(1)

ché GZ & una multifunzione semplice risulta GZ= 2 CPlg. La famiglia
i=1 :

{El;i=1,...,7(%)} & una p-esaustione di £ che soddisfa la (3): infatti, comun-
que scelto B e S risulta A,(ENET, ¢) # 0 poiché C7 e A,(E NETL, ¢). Si ha
infatti

hy (MCH), CECHD) = by ([ G e, [ GEQ) < [y (G, G| < 1| (ED

per ogni H € E N EY . Risulta cosi provata la (8), e quindi, fissatie =2 " ed L c Q,
del passo precedente rimangono definite una multifunzione semplice GX* ed una
u-esaustione {Ef*;i=1,..., ()}, che soddisfa 3.1, 3.2, 3.3.

Resta da provare allora che la successione generalizzata (GZ ) n) < o @ssociata
alla successione di y-esaustioni % = {EP*; i =1, ..., r(%)} converge in y-misura.
Poiché sia GE che G£ prendono valori negli stessi insiemi 4,, (B N EF, 27"), fis-
sati e > 0, p e Q, esistono L*c @ ed n* e N tali che u{x: h,(G}*, G) > e} <ce
h,(GE, GE) < eper ogni (L, n) € ®con (L*, n*) < (L, n). Pertanto (G )z, m e
converge in u-misura a G.

RN, =>RN;. Da (4) e dalla Proposizione 3 rimangono definite una successione
di u-easustioni e una suceessione di multifunzioni che verifica 3.1, 3.2, 3.3. Sia G il
suo limite in #-misura. Proviamo ora che la successione (GZ), converge in |u|-mi-
suraa G. Fissatipe Q,a >0, ¢ > 0, sia (L, %) e ®inmodo chepe L, 22 "% < %

e/t{xe.Q:hp(G,—%,G)> %}se. Per ogni n =7

p{xeQ:hy(GE, G) > a}
<p{weQ:h,(GE,GL) > -g‘-} +u{zeQ:h,(G,GE) > %}
<e+u{veQ:h,(GE, GE) > %}

Gh= 2 CP"1gp+{0}-1g_ y pp- GE= 3 ClE™1gma{0}1o_ y g

isk(n) isi(n) isim ¢

Si consideri la decomposizione (¥;); di £ generata dalle partizioni finite indivi-
duate dalle due multifunzioni (eliminando gli insiemi vuoti). Indicata poi con B I'u-
nione di quelli a |x|-misura nulla, risulta |« |(B) = 0. Nei rimanenti insiemi, preso
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F e E;3* risulta

MF M(F >
hy(GE, GI) = h,(GE, ( ))+h( &) ,GLhysgt-ng &
u () u(F)’ 2
Dunque G} converge a G in u-misura.
Infine per ogni weEl", i=1,...,k(n), preso FeEP"3% e posto

M(E)
L,= E:ﬁgzz by (—+ PR ,{0}), risulta
MF) M(F)
(p,n) _(p,n)
by (G, {0}) < Ry (G5 2 (F) ) T (— wF) {0h

by (M(F), CP™ w(F)) + 2L, < 27" |u|(F) + 2L,

| (F)I Te@®][ (F)I

e quindi, per ogni FeX

[y (GEAODdlul =] 3 By(CP™,{0}) 1grnd|u]
E E i<k(n)

<2027+ Ly)d|u| < (2+ 2L,) || (B).

Risultano allora soddisfatte tutte le ipotesi del toerema di Vitali (2.18 di [18]) e
quindi G & p-integrabile e c’@ passaggio al limite sotto il segno di integrale.
Resta da provare che G & derivata di Radon-Nikodym. Fissatie > 0e pe @,

sia 6(3, p) quello della assoluta continuitd di M rispetto a pu. Si scelga allora
% e N in modo che r1sult1 — < dehy( f G? d,u, JGdu) < Z.In corrispondenza din

rimangono definiti £ ",E’ , ...,Ek(n)lnmodo che lul(Q - '<L1¥( )Ezp’n) < 4. Ri-
sulta allora e

iy (M(E), [ G-dp) <y (M(B), M( 1), (& OV EP™)
+hy (M LkJ( )(E NEP"Y), %( )Cip’",u(E NEP™) + h,(f GE du, [ G du)
t<k(n i<k(n P &

?—’?)ﬁ + 27" |ul(E).
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Osservazione 1. Date M e u, nelle Proposizioni 2.10, 2.11, 2.12 di [18] sono
state ottenute le seguenti implicazioni che saranno utilizzate per fornire condizio-
ni equivalenti alla RNy:

Se & verificata la RN; allora M & subordinata rispetto a u.

Se M & subordinata rispetto a u, allora M & scalarmente dominata da px.

Se M @& scalarmente dominata da u, risulta M <u e A(QX?) & limitato.

Corollario 1. Date M, u, sono equivalenti le seguenti condizioni: RNy,
RN, e

RN;. M & subordinata vispetto a u ed é verificata la (4)
RN,. M ¢ scalarmente dominata da u ed ¢ verificata lo (4).
Teorema 2 (Radon-Nikodym). Date M e p come sopra, se esiste una multi-

funzione G p-integrabile tale che, per ogni EeZ, M(E)= [Gdu, allora
risulta: E

RN;. M <Ku
per ogni pe@®, 6>0, ¢>0 esistono CeXZ" ed acll, 1[ tali che:
|lu|(2-C) <o

A(C=?) ¢ limitato
per ogni EcCZ™* esiste FeEX™ tale che |u|(F)> a|u|(E) e
A, (F, &)= 0.

Dimostrazione. Poiché G & p-integrabile sia (GJ), una sua suc-
cessione definente. Fissati ¢ >0, peQ, 6 >0, sia n(e, p, 6)e N tale che
lul(we Q:h,(GE,G) <e} <b6. Posto C={wxeQ:h,(GL,G)<e}, risulta

|| (2 —-C)<d. Se G£=E C i1pz sia S, =max {h, (CE;,{0p:i=1,...,k}. Per

ogni xeC siha k, (G(m),{O})<h (G, GEY + h, (GE,{0}) <& + §,. Poiché G & limi-
tata in C risulta, per ogni EeCZ?, |M|,,(E) fh (G, {0} d|u| < (e+8,)|ulE).
Quindi

deﬂ
M(E)
Fep ( PR 0D =hy (e w(B) BUDES I(E)]h(de# ,{0D

(e + S, |ul ()

1y (G, (0D ] < — s

| (E)| s2(e+S5,).
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11 resto discende immediatamente dal Principio di esaustione e dal Teorema 1
nel caso in cui 2 = C.

Seguendo le notazioni di Maynard [13] diremo che un sottoinsieme A di Y &
e-limitato, se per ogni p e Q esistono C7,...,Cl e Y tali che Ac U B, (C?, &)
dove B,(C;, &) ={DeY:h,(CF, D) < ¢}. Un insieme A di Y & p- p?lcecompatto,
se per ogni € > 0 & e-limitato rispetto alla seminorma p e Q.

Infine, se A;, As, ..., A,CY sia

oA, As, ..., Ay) —{2 0;Ci,0;20,Cie Ay, i=1,...,nm; % a;=1}.
isn rTEN
Proposizione 4. Se A, A;,...,A,cY sono e-limitati allora

o(A;, Ay, ..., A,) & 2e-limitato.

Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella riportata in [13].

3 - Casi particolari

1. Caso numerabilmente additivo

M, u sono supposte numerabilmente additive, limitate e ¢ a valori in
Ry .

Proposizione 5. Date M e u tali che M < u, se la proprietd di avere rango
medio piccolo é localmente esaustiva allora la proprietd di avere rango medio
p-precompatto é locale.

Dimostrazione. Siano pe @, E X" fissati. In corrispondenza di —;— sia
(A}); una p-esaustione di £ tale che E = L;J A es,4lz?) < —1—. Sia N;e N
tale che u(8 ~ U A} < é u(B). Posto By = U Al risulta B« Z*. Infatti
pE-BY=pE)~p(B< ; u) da eni uBY>uE~; pl)=220 um.

In questo modo, procedendo ricorsivamente, a partire da B, e £+ si ottiene una

successione (A7 1), tale che B,, = U Artled (A(A-” t132y) <
u(E).

ra N,,;eN tale che u(B, — U At <

1< Nyt 7L+2
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Sia H = Q B,,. Risulta He Z* . Infatti u(H) = % u(E) > 0. Fissato allora

e > 0, sia m e NV tale che <e¢g;risulta Hc B, = L]Jv Al". Poiché per ogni
i< Np

om -~ 1

i=1,2,...,N,, si ha §,(A(A"2?)) < -é%;;, ¢ possibile scegliere D;e A™>?
M((D;

in modo che, posto C; = ~;((~5—?)?-, risulti A(A7"=?) ¢ B,(C;, 27™) ciog, per ogni

i=1,2,...,N,, A(A"3?) & 2 ™limitato. Preso ora Ce H=? risulta

M) MCNA™) p(CNA™)

—— = = X;0;
WO S wCNAR O i
H(CNA™ M(CNAM) ,
A AR a0 = = T T AARS?).
dove a; ) e iSZNmal leX CAAM) e AAT"Z?)

Risulta allora A(H2?) c A(B,,Z?) = 0(A(A3?), A(AF"Z?), ..., A(AR. Z?)

e quindi, per ogni ¢ > 0, esso & e-limitato e dunque p-precompatto.

Corollario 2. Date M e u b.v. se esiste una multifunzione G p-integrabile
tale che, per ogni E e, M(E)= [Gdu allora

E
RN'y. M<<u per ogni EeX™, peQ esiste Fe EX™ tale che A(F3?) &
p-precompatto n Y.

Dimostrazione. Per il Teorema 2 'esistenza della derivata di Radon-Ni-
kodym implica il verificarsi della condizione RN;. Quindi fissati p e @ ed una
successione di numeri positivi (J,), decrescente a zero, esiste un insieme
CPeX* tale che G & limitata su CF, |u|(Q —CP) <6, e A(CEZ?) & limita-
to.

Costruiamo a partire da (CZ), una nuova successione (C,P), cosl fatta:

n—1
Ci» = C? — U CP eliminando eventualmente quegli insiemi che hanno x-misura
7=
nulla. Questa successione di insiemi & una y-esaustione di 2 ed inoltre A(C;?=?)
& limitato per ogni j. Risulta poi M(C,? N H) = [Gdu.
H

Per la condizione necessaria del Teorema 1, applicata a C,” e, per la Proposi-
zione 2, la proprietd di avere rango medio piccolo & esaustiva su ogni elemento di
C,pX*, cioé esiste una esaustione (EJ ;); di C,? i cui elementi hanno diametro
piceolo, percid la famiglia {(E} ;);, » € N} & una u-esaustione di 2 e quindi la
proprietd di avere rango medio piccolo & esaustiva su tutto *. L’asserto segue
allora immediatamente dalla Proposizione 5.
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2. X & uno spazio di Fréchet

In questo caso sia d una distanza che induce la topologia di X. Sia % la distan-
za di Hausdorff associata a d. In tal caso l'integrabilitd per seminorme & equiva-
lente alla u-integrabilita e quindi il Teorema 2 si puo invertire e la RNj diviene
condizione necessaria e sufficiente per ottenere una derivata di Radon-Niko-
dym.

Teorema 8. Date M: X —Y e u: ¥ — R masse limitate, sono equivalenti
le condizioni:

RNj. esiste una multifunzione F: Q — Y u-integrabile tale che, per ogni
EeZ [Fdu=M(E)
E

RN;. M<Ku
per ogni €>0 e 0 >0, esistono CeXZ* ed aell, 1 tali che:
|u](Q —C) < 6 e A(CZ?) & limitato

per ogni EeCE* esiste Fe EX* tale che |u|(F)> a|u|(B) e
S(AFI?) <e.

Dimostrazione. L’implicazione RNj=>RN; & contenuta nel Teorema 2.
L’implicazione RNy=>RN; & analoga a quella riportata in [11].
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Summary

We give a Radon-Nikodym theorem for a pair (M, u) when M is a finitely additive

multimeasure and u is o scalor finitely additive measure. We compare the existence of
the Radon-Nikodym density with some properties of the average and (p, &)-approxima-
ted range.



