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A. R. SAMBUCINI (¥)

Integrazione per seminorme in spazi localmente convessi (*%)

Introduzione

In [8] C. Castaing, A. Touzani, M. Valadier hanno introdotto un integrale
per multifunzioni semplici a valori in sottoinsiemi non vuoti, limitati, chiusi e
convessi di uno spazio vettoriale topologico E localmente convesso.

Partendo da [3] e da [2] in questo lavoro & stata fornita una teoria di integra-
zione per multifunzioni, alternativa a quella introdotta in [1]. Il concetto di inte-
grabilitd qui usato & quello alla Grothendieck [6], che & una forma pit debole dal-
la integrabilita forte introdotta in [2] ed esteso poi in [8] al caso multivoco. La
differenza tra l'integrazione in senso forte e quella per semimorme, entrambe
estensioni dell'integrazione alla Bochner, risiede nel fatto che, nel secondo tipo,
la succesione di multifunzioni semplici definente dipende dalle seminorme.

Di tale integrale sono studiate le proprieta, insieme a teoremi di passaggio al
limite sotto il segno di integrale. Sono state poi introdotte e confrontate per tale
integrale alcune definizioni di assoluta continuitd analoghe a quelle riportate in
[7]. I risultati conseguenti in questo lavoro poi utilizzati per ottenere teoremi di
Radan-Nikodym in tale assetto.

L’autore desidera ringraziare i prof. D. Candeloro e A. Martellotti per aver
suggerito questa ricerca e per le numerose discussioni sull’argomento.

1 - Notazioni

Sia  un insieme e ¥ una sua c-algebra. Siano X uno spazio vettoriale local-
mente convesso e separato e  un insime filtrante di seminorme continue su X
definenti la topologia di X.

(*) Dip. di Matem., Univ. Perugia, via Pascoli, Perugia, Italia.
(**) Ricevuto il 6 Giugno 1994. Classificazione AMS 28 B 20. Lavoro svolto nel’ambito
del GNAFA del CNR.
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Sia @={(L,m):LcQ, L & finito, meN}. Su & introduciamo
la seguente relazione: (L, my) < (Lg, ms) se e solo se LicLy; e my < ms.
Poiché @ & filtrante, per ogni L ¢ @, L finito, esistono p; e @ e ¢, > 1 tali che
Ry, {0}) < ¢k, (-,{0}) per ogni pe L. Ad esempio, se L ={p;,...,p,), &
possibile scegliere p, =p; +p2+ ...+, e ¢, =1.

Denoteremo con G, (X) la faiiglia dei sottoinsiemi non vuoti, chiusi limitati e
convessi di X e con Y un sottospazio di G, (X) completo. Per ogni p e @ introdu-
ciamo su C,(X) la pseudometrica di Hausdorff &, associata a p, cosi definita:
hy (K, Kp) = max {e, (K, Ks), e, (K3, K;)} dove e, (K, K;) = sup mf p(x — y).

zeK, ¥E K
Data F': Q — G,(X) diremo che F ¢ limitata se per ogni p € @ esiste K, > 0 tale che,
per ogni w € 2, h,(F(w),{0}) S K,,.

2 - Integrale di multifunzioni

Sia p: ¥ — Ry una massa (cioé una misura finitamente additiva) limitata e
sia F:Q— @ (X) una multifunzione. Nel caso in cui F sia semplice,
(F = nﬁf,l 14,C;, C; e C(X) per ogni i =1, 2, ..., n), si definisce come in [3] e [8]
[Fdp= i_z‘,l,a(Az- N E)C;. Posto M(E)= [Fdu, in [8], si ottengono i seguenti
E;'isultati: - ’

Lemma. Se F, G sono multifunzioni semplici, per ogni p e @ risulta, per
ogni EeX

([ F e, [ G ) < [y (F, G [ M1, (B) = [y (P, {OD) s

dove |M|,(E)= sup E h,(M(4;), {0}) e P(E) denota la famiglia di tutte le

(A)e P(E)?
partizioni finite di E costztmte do insiemi Z-misurabili.

In uno spazio vettoriale topologico localmente convesso possono essere intro-
dotti diversi tipi di misurabilitd e di integrabilitd. In [8] erano stati introdotti i
concetti di totale misurabilitd ed integrabilitd in questo modo:

Definizione 1. F:Q —Y & totalmente u-misurabile se esiste una succes-
sione di multifunzioni semplici (F,), tale che, per ogni pe @,

ig. hy(F,, F') & misurabile per ogni neN e h,(F,, F) p-converge a zero.
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Definizione 2. Data F: Q — Y misurabile, F & u-integrabile se esiste una
successione di multifunzioni semplici (¥,), che soddisfa i; e tale che, per ogni
p € @, risulti

i;. lim  [h,(F,, F,)duw = 0.

Q

m, n—

Per ogni E € X la successione ( [F, du), & di Cauchy in Y. Si pone allora
B
JFdu=2p dove zzeY ed & tale che nlim hy (g, [ Fydu) = 0.
E - E

Nel caso in cui la successione definente (F),), dipenda da p e @ si ottenga le
definizioni di totale misurabilitd ed integrabilitd per seminorme.

Definizione 3. F:Q— C.(X) & totalmente misurabile per seminorme o
p-misurabile se per ogni p e @, esiste una successione di multifunzioni semplici
(F?), tale che

Po. hy(F%, F') & misurabile per ogni neN e h,(F,,F) u-converge a zero.

Definizione 4. F: Q — C,(X) & integrabile per seminorme o p-integrabile
se per ogni p e Q esiste una successione di multifunzioni semplici (F7), tale che
sussista py ed inoltre risulti:

p1. b, (FE, F)eL'(Q, 2, 1) e, per ogni EeX, 7lim Shy(FE, F)du=0
= 0 o

p2. per ogni KX esiste ed & unico xz e C,(X) tale che lim h,, (fFP du,xz)=0.
n—x E
In tal caso si pone xzp = [Fdu.
E

E ovvio che se F & a valoriin ¥ ed & p-integrabile allora & anche p-integrabi-
le. Inoltre se lo spazio X & di Banach le definizioni date coincidono poiché lo spa-
zio C,(X) & completo.

Introduciamo ora alcune definizioni di assoluta continuitd analoghe a quelle
riportate in [7]:

Definizione 5. Siano F:Q— G, (X) una multifunzione p-integrabile e
¢: X — R una massa limitata. Diremo che [Fdu & assolutamente comtinuo
rispetto a p (e scriveremo [Fdu <u), se e solo se per ogni ¢ > 0 e per ogni
pe@ esiste un (¢, p) > 0 tale che, per ogni EeX con |u|(E)<34, si ha

Ty ({0 d]u] <e.

JF du & scalarmente dominato rispetto a u se per ogni p e Q esiste K, > 0
tale che, per ogni EeX, [h,(F,{0})d|u| <K, |u| (E).
£
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L’integrale introdotto nella Definizione 4 & ben definito.

Teorema 2. Sia F una multifunzione p-integrabile e siano (FF),, (G),
due successioni definenti per F. Denotati allora per ognt E € X con xg, yg que-
gli elementi di C.(X) per i quali

lim hp(f-l 71L) d‘U') mE) =0 lim hp(foL) dfl, yE) =0
0> E n— B
risulta ©z = yg.

Dimostrazione. Si prova facilmente che h,(xg, yg) =0 per ogni pe @ e
quindi %z = yg poiché entrambi sono chiusi.

Proposizione 5. Siamo F, G due multifunzioni p-integrabili. Allora per
ogni pe @

by (f F du, [ G dp) < [, (F, G) d VEeS.
E E E

Dimostrazione. Ovvia.

Definizione 6. Sia ora u: ¥ — R una massa a variazione limitata. Una
multifunzione F si dice integrabile per seminorme rispetto a i se & integrabile
per seminorme rispetto a || ed in tal caso si pone:

JFdu=[Fadu* - [Fdu~ = [Fdp* +[—Fdu~ = [Fdu* + [ —Fdu".

Infatti, se F' & integrabile per seminorme rispetto a ||, esiste una successio-
ne di multifunzioni semplici (F?), definente. La p, segue immediatamente dal
fatto che p* < |u|, poiché [k, (FE, F)du™ < [h,(F?, F)du— © segue la p;.
Per quanto riguarda la p,, per ogni E € X, denotato con xz 'elemento di ¢, (X)
tale che EdelM = g, 1 valori

2 se p(E)>0 __ wg seu(E)<0

YT 10} se w(B) <0 “E T 0} se p® =20

soddisfano la p, per u* e p~ rispettivamente.
Analogamente a [8] &, (J F du,{0}) < [ h,(F,{0})d|u| eposto M(E) = [ F du,
B E E

risulta |M|,(E) = [h,(F, (0})d || per ogni £ € .
E
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3 - Aleuni teoremi di convergenza
D’ora in poi p si suppone a valori in R e limitata ed F' a valori in Y.

Definizione 7. Una famiglia finita o numerabile di insiemi a due a due
disgiunti (&;); e X' si dara una p-esaustione di {2 se per ogni ¢ > 0 esisteun Ne N
tale che |u|(Q - ’yNEi) <e.

Sia {E;}; u-esaustione di Q tale che Q = .UNEi. Sia (C,),, una successione in Y’
tale che per ogni pe@ esiste 7,>0, per cui &, (C,,{0}) < r, per ogni n. Definiamo

F= 23 Cjlg,. F & y-integrabile (Proposizione 2.9 di [7]) e quindi p-integrabile.
i=1

Teorema 3. Se F ¢ p-misurabile e per ogni pe @ la funzione scalare
hy,(F,{0}) & p-integrabile, allora la F & p-integrabile.

Dimostrazione. Per ogni p € Q sia (G]), una successione di multifunzioni
semplici che soddisfa py. Costruiamo una nuova successione di multifunzioni
semplici, a partire dalla (G?),, che soddisfi anche la proprietd p;. Intanto
hy(GE, F) < hy(GE,{0}) + h, (F,{0}) e quindi & integrabile.

Sia B = {x: h,(GEF) > %@)}’ poiché per ogni p e @ G? |u|-converge

i

ad F, per ogni ke N sia ha Jim, |w| (BE ;) = 0 e quindi, in corrispondenza di
= %, esisterd N(k) >k tale che, per ogni n = N(k), |u|(BE)) < 715 Sia
Hf = G}y, L, ¢ H} & una multifunzione semplice per costruzione; inoltre,
per ogni o >0

|| Qo by (HE, F) > a}) < |p] ({2 eQ = B, k2 hp(GRgys F) > a}) + || (BRgo, #)
e poiché il secondo membro della disuguaglianza tende a zero per k — o, per
ogni p € @ HY |u|-converge ad F. Ora, fissati ¢ > 0, p € Q e scelto o“(—%, p) come
quello della assoluta continuita dell'integrale di ,(F,{0}), per ogni ke N tale

1 < min {¢, —;—} si ha

k
Q Q- Bluo Bt &
<Ly @ {opde s+ E <.,
k » L k2

Bk
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Mostriamo ora che esiste ed & unico per ogni & € X, in elemento Iz € Y tale
che, per ogni pe @, klim Ry (fHEdu, Ig) =0
] E

Per quanto visto sopra, per ogni ¢ > 0 e per ogni p € § esiste K(e, p) e N ta-
le che, per ogni k= K(e, p) si ha [h,(Hf, F)d|u| <e. Costruiamo ora una
Q
successione generalizzata in questo modo: fissati (L, m) e @ e posto ¢ = %1?,— sia
K(m, p) e N tale che per ogni k= K(m, pr), [h, (HP*, F)d|u| < _7%
0

Posto allora S, ) = HEEL km, p)» dimostriamo che la successione generaliz-
zata ([ S, mydu)z, my € di Cauchy in Y per ogni F'e 3. Fissatipe Q ed € > 0 sia
E

(L*, m*)e®in modo che pe L* ed m* > %’ risulta allora, per ogni (1, my),

(LZ’ W)E@ con (Lk,m*)< (Llyml)’ (L*ymg\) <(Z’Z; 7)%2):

by (EfS(Ll,mn dH»EfS<L2,mZ> du) Sthp (Scwy, mys Sig,me) A 1]
sth’p(S(Ll,ml)’ F)d’f‘l +thp(S(Lz,mz)’ F)dlf"l

< e,

1 1
SE-[hPLl(S(leml)’F)dllu! +E-'[hPL2(S(L2y7n2)’ F)dl‘U.l < T)ﬁ]_— + '—”;,2“

Allora, per la completezza di Y, per ogni F e X esiste Ize Y per il quale

@ hr;a . 8@, mydu = Ig. Mostriamo che Iy soddisfa la p., relativa a (H”)n, e
m,
quindi che F' e p-integrabile. Fissati e > 0, p e Q E € ¥ esistono m* > — ed L*

in modo che pe L* e h, ([ S+, m+) e, Ig) < . Scelto poi k& > max{K(m*, L),
K(m*, p)}, risulta E

hp(]!Hlf d‘U'y IE) < h'p (I:E'lef duygS(L, m) d;U') + hfp(E:‘fS(L, m) d{"y IE)

<fh' (ng), m+K(m pz,))dltu'l + §

€

<fh (Hk:F)d|#|+fhpL(H7ez+K(m p1):F)d|cU'l §

<e
e quindi klim by (JHE du, Iz) =0
— 0 E
Dijamo ora un teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Teorema 4 (di Vitali). Sia (F?), una successione di multifunzioni p-inte-
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grabili tali che, per ogni p e Q, Ff u-converge ad F e [ h,(FE, {0} d |n| <u uni-
Jormemente in n. Allora F & p-integrabile e

Tim [Fpdu=[Fdu.

Dimostrazione. Per quanto riguarda lintegrabilita di F basta provare
che per ogni p e Q la funzione scalare h,(F,{0}) & y-integrabile. Poiché, fissati
pe @, nelN, la funzione F? & integrabile per seminorme, esiste una successione
(G )i definente e quindi per ogni « >0 kli_l)l}» w{x: hy(FR,GE ) >a})=0e

klim Shy(FP, GE )d || =0. In corrispondenza allora di «= 517—2 esistera
—® 0
K= K(n, p) tale per ogni k= K

wla by (F2, G2 0> 2 h< L o fh(Ffi',Gé’k)dluR-——-
14 n 2n zn

Sia allora G} = Gf k. La funzione h, (G}, F) & misurabile poiché F lo ¢ e G &

semplice; inoltre, per ogni « > 0 esisterd % tale che per ogni n 2w —217; < g- e

{x h (Gn’F)>“}C{x h (G7Lk!F7ZZ,)> '—“}U{m h ( 1L’F)>0"" _}
e quindi per ogni pe @ G |u|-converge ad F. Allora per la disuguaglianza
|, (GE,{0}) — hy (F,{0})| < hy(GE, F)

segue la convergenza in |u|-misura di k,(GE,{0}) ad &, (F, {0}). Inoltre la suc-
cessione 4, (GE,{0}) & di Cauchy in media e quindi %,(F,{0}) & u-integrabile.
Risulta infatti

thp(GfZ, Gh)d|ul $thp(G5,K<n,m,FfZ)dM +thp(F7’Z, FP)d |

+fh’ (Freu m K(m, p))d]#; 2m +fh’ (F%,F%)dl[#l

Posto AL ,, = (x: h,(FE, F}) > «} risulta L lm |u]| (A2 ) =0 e quindi

Jhp(FR, FRY Al = [ hy(FL, FRYA |l + [ hy(FE, F3)d|p]
Q AP Q-AY .

7, M

<alul@+ f h(FP,{0D) + hy(FR,{0Dd|]

n, M
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e quindi per le ipotesi fatte segue lintegrabilitd. Per il Teorema 3 F € quindi
p-integrabile ed & possibile costruire, a partire dalla successione (G2),, una nuo-
va successione (H/'), di multifunzioni semplici definente nel seguente modo. Sia

B = {x: hy (G}, F) > }; in corrispondenza di 1 esisterd n(l) > [ tale

l

. Si pone allora Hf = Gl Lz, - Fissati dunque

1
()
1
l
e>0, ped, 3(%,17) >0 come quello della assoluta continuitd unifome di

che per n = n(l) || (B ) <

’

[y (FE,{0})d s rispetto au ed B < 5, sia n'(£) eV, tale che —2—?;1—_——1- <

e sia [*eN, I*>n'+ 1 tale che per ogni I>1* h,(fHdl,[Fdu)<
E E

S

woijm Utje

In corrispondenza di [* rimane determinato anche n(I*) > [* e N. Risulta allo-
ra, per ogni [ =1* e per ogni n = n(l)

by ([ FE du, [ F du)
E E
< Iy ([ R &, GE du) + I, (J GF A, [ Glly Ly, o) + oy Gl Vg, s [ )

<y FR GRAlpl + [ By (@ {ODdlul + [ k(G Gl d el + 5
E-BP

ENBygq = Bant

3

SE4 T (G FD + R {0Dd]u] +

P
BBy,

(ST )

s%a+ [ hy(GE,FDdlul + [ hy(FP,{0Pd|u] <.

P ¥4
ENB,,, EnBg,

Come conseguenza del Teorema di Vitali si ha

Teorema 5 (della Convergenza dominata). Data wuna multifunzione
p-miswrabile F, sia (FF), una successione di multifunzioni che |u|-converge
ad F e sia g una funzione up-integrabile tale che per ogni meN e per
peQ h,(FE(x),{0}) < g(x) u-quasi ovunque. Allora F & p-integrabile e

[Fdu=lim [FPdy.
E n— E



11} INTEGRAZIONE PER SEMINORME IN SPAZI LOCALMENTE CONVESSI 381
Bibliografia

1] R. J. AuMann, Integrals of sets valued functions, J. Math. Anal. Appl. 12

(1965), 1-12.

[2] C. Bronpia, Integration in locally convex spaces, Simon Stevin 55 (1981),
81-102.

[3] C. CaSTAING, A. TouzaNI et A. VALADIER, Théoréme de Hoffmann-Jorgensen
et application aux amarts multivogues, Ann. Mat. Pura Appl. 146 (1987),
383-397.

[4] C. CasTaING and A. VALADIER, Convexr Analysis and Measurable Multifun-
ctions, Lecture Notes in Math. 580, Springer, Berlin 1577.

[5] N. DUNFORD and J. T. SCHWARTZ, Linear Operators, Part 1, Interscience, New
York 1958,

[6] D. GILLIAM, On integration and Radon-Nikodym theorem in quasi-complete lo-
cally comvex topological vector spaces, J. Reine Angew. Math. 292 (1977),
125-187.

{7] A. MARTELLOTTI, K. MusiaL and A. R. SAMBUCINI, A Radon-Nikodym theorem
for the Bartle-Dunford-Schwartz integral with respect to finitely additive
measures, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 42 (1994), 625-633.

[8] A. MARTELLOTTI and A. R. SaMBUCINI, A Radon-Nikodym theorem for mulii-
measures, Atti Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 42 (1994), 579-599.

Summary

Here we introduce an integral, which is an estension of the Grothendieck integral
and give some convergence theorems.
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