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GIANCARLO CANTARELLI (*)

Sulla limitatezza parziale dei moti
dei sistemi olonomi scleronomi (*%#)

1 - Introduzione

Sia S un sistema materiale con n gradi di libertd, soggetto a vincoli olonomi,
bilaterali, fissi e lisci (sistema olomomo scleronomo), e sia q¥ = (qy, ..., ¢y)
una n-upla di coordinate lagrangiane indipendenti, variabili in R" Sia

T= %QTA(Q)Q Ienergia cinetica di S, dove A = A(q) & una matrice n X n, sim-

metrica, definita positiva per ogni g € R", e di classe C!(R"). La sollecitazione
attiva agente sul sistema S sia costituita da forze derivanti da un potenziale ge-
neralizzato, con energia potenziale = = (¢, q) di classe C*(R* X R"), e da altri
tipi di forze di componenti lagrangiane Q% = (@, ..., Q,), funzioni definite e
continue in R* X R* X R". Le funzioni A(q), =(¢, q), Q(t, g, ¢) siano inoltre suffi-
cientemente regolari in modo da assicurare l'unicitd delle soluzioni delle equazio-
ni di Lagrange del sistema S.

Nel presente lavoro si forniscono delle condizioni sufficienti per la limitatezza
parziale (cioe rispetto ad una parte delle variabili: ¢4, ..., q,, ¢1, ..., G, Secondo
la definizione di A. S. Oziraner [6]) delle soluzioni delle equazioni di Lagrange

(*) Dip. di Matem., Univ. Parma, via D’Azeglio 85, 43100 Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 4.2.1994. Classificazione AMS 34 C 11. Lavoro eseguito con i fondi
MURST, 40% e 60%.
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del sistema S, utilizzando il metodo di confronto [5] e scegliendo come funzione
di Liapunov la seguente funzione [2]

(1.1) Vi, q, ¢) = T(q, @) + F(¢, @),

che & la somma dell’energia cinetica di S e di un’opportuna funzione F: R* X R”
— R* di classe C!, la quale, in generale, differisce dall’energia potenziale n del
sistema S. Questa funzione di Liapunov permette di studiare anche i casi in cui
I'energia potenziale = mon & inferiormente limitata in R X R™

Si suppone che la funzione di Liapunov (1.1) soddisfi in R* X R™ X R" alla di-
suguaglianza differenziale
(12) -(%(T+F)=[QT+ ?-(—I%-é’—‘)]q'+%sg(t,T+F)
dove g: R* X R™ — R & una funzione continua e tale da assicurare l'unicita e l'e-
sistenza globale in futuro di tutte le soluzioni u(t, &y, %) dell’'equazione differen-
ziale di confronto % = g(t, u). Allora, per il metodo di eonfronto, si ha

(1.3) T(q(®), g() + F(t, qt)) S ult, to, up) in 1

dove ¢ = g(t) & una qualunque soluzione delle equazioni di Lagrange, definita
nell'intervalio massimale destro di esistenza I = [{;, w), e u(t, &y, %y) & la solu-
zione dell’equazione di confronto soddisfacente la condizione iniziale

u(to) = up = T(q(y), ¢(t)) + Flto, q(te)) .

In 2 si forniscono delle condizioni sufficienti per la limitatezza parziale del pit
generale sistema olonomo scleronomo S. L’originalitd dei Teoremi 1 e 2 consiste
nel fatto che non si richiede la limitatezza delle soluzioni dell’equazione di con-
fronto. Vengono inoltre stabiliti due teoremi (Teoremi 3, 4) nei quali si suppone
che le soluzioni u(t, £y, 2%y) siano limitate. 11 Teorema 3 generalizza alcuni risul-
tati di[7],[3].

Alcuni esempi illustrano i principali risultati ottenuti.

2 ~ Condizioni sufficienti per la limitatezza parziale delle soluzioni delle equa-

zioni di Lagrange

Sia 7 = (qq, ..., q,,) il vettore costituito dalle prime m (< n) coordinate la-
grangiane, e sia 4 un vettore avente per componenti tutte le rimanenti coordina-
te (¢m+1, --.» gn) ed eventualmente alcune coordinate lagrangiane del vettore .
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Col simbolo ¢ si indica un vettore avente per componenti alecune delle coordinate
lagrangiane. Inoltre con i simboli ||g|,, =/, l¥l, ||£] si indicano le norme euclidee
dei vari vettori nei rispettivi spazi vettoriali, mentre con K, si indiea la classe
delle funzioni continue ¢: R* —R™ strettamente crescenti, con ¢(0)=0 e
o(8) — ®© per s— .

Sussiste il teorema.

Teorema 1. Si supponga che tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange
esistano globalmente in futuro, e che inoltre siamo soddisfutte le condizioni

i esiste una funzione F: R* X R*—R™* di classe C! tale che si abbia

O(F —~
Q7+ s F o TR in R xR xR
oq ot
dove g: R* X R* >R ¢ una funzione continua e tale da assicurare, per
ognt ty = 0 e ug =0, lunicita e lesistenza globale in futuro della soluzione
u(t) = ult, &, uo) dell’equazione differenziale di confronto % = g(t, u).

ii esistono una funzione p e K, e, per ogni ty =0, uy = 0, una costante
a = alty, ug) > 0 tali che si abbia

F(t, q) = au(t) o(lz|) m [y, ©) X R".

Allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange somo x-equilimitate, cioé
Ve>0, Vip =0, IL > 0 per cui risulta

@D |l o, g, GOl <L Vet ¥qo, do)| o]l + lgoll < o
Assegnati ad arbitrio 0> 0 e £, =0, sia

y = max {T(qo, 4o) + Fts, ¢0) | llgoll + lldoll < ¢} .

Si indichi con wu(f) una qualsiasi soluzione dell’equazione differenziale
di confronto soddisfacente la condizione iniziale w,=u(fy)>1y, e con
q(t) = q(t, %y, 9o, §o) una qualsiasi soluzione delle equazioni di Lagrange con
lgoll + lldol < e

Posto, per brevita, T(q(?), ¢(t)) = T(t) e F(t, q(t)) = F(t), per la condizione i
del teorema si riconosce (utilizzando il metodo di eonfronto) che lungo la soluzio-
ne g(f) sussiste la seguente disuguaglianza

@22) T(@) + F(¢) < w(?) in [ty, ©)
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e quindi, per la condizione ii del teorema, esiste una costante a = a(fy, %) > 0
tale che

(2.3) au(t) o(x @) < F(E) < ult) in [ty, ©)

dove z(t) = x(t, ty, qo, go), da cui si ottiene
oot < & in [ty, ©)
ed & percid soddisfatta la (2.1) con L = cp"l(-{}—().

Nel caso particolare (ed assai frequente) in cui Pequazione di confronto é li-
neare, si possono ottenere delle condizioni sufficienti per la limitatezza parziale
uniforme delle soluzioni delle equazioni di Lagrange. Sussiste infatti il seguente
teorema.

Teorema 2. Si supponga che tutte le soluzioni delle equaziont di Lagran-
ge esistano globalmente in futuro, e che inoltre siano soddisfutie le seguenti
condizioni

i’ esiste una funzione F: R* X R*—>R* di classe C! tale che si abbia

O(F —~
Q7+ (aq”)] + L <o+ P in R xR xR*

dove v: RY > R™ & una funzione continua
i’ esistono una funzione pe K, ed una funzione continua h: R*—R™,

tali che, per ogni (t,q)e R* X R", si abbia

i
F(t, g) = h(g) exp {J v(s)ds} h(g) = o[l
Allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono x-uniformemente limi-
tate (cioe la costante L, che compare nella (2.1), ¢ indipendente da t).

Assegnato ad arbitrio o > 0, sia

= max {T(qo, Go) + 7(g0) | g0l + ldoll <}

e sia ¢(f) una qualsiasi soluzione delle equazioni di Lagrange con

lgCto)ll + NIt < .
Posto, per comodita, A(?) = exp { f v(s)ds}, per la condizione i’ del teorema si
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ottiene la disuguaglianza

2.5) 7@+ F(t) < i(‘t‘)‘(T(?fo) + F(ty)) in [t,, »)
Aty)

e poiché T(fy) + F(ty) = T(qo, go) + A(ty) h(gy) < éA(ty) (essendo A(t) = 1), per
la condizione (i)’ del teorema si ha

(2.6) X o(le@®l) < F(t) < ent) in [ty, )
da cui segue che
@7 o(lz@®)|) < ¢ in [ty, ).

E percid soddisfatta la (2.1) con la costante L = 9 71(9), che & indipendente
da to.

Per verificare che tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono glo-
balmente in futuro, come si suppone nei teoremi precedenti, si pud fare ricorso
ai criteri stabiliti in [7], [2], [3], oppure si pud introdurre un’opportuna ipotesi
sull'energia cinetica, come & illustrato dal seguente corollario dei precedenti
teoremi.

Corollario 1. Si supponga che siano soddisfatte le condizioni i, ii del
Teorema 1 (o 1', ii" del Teorema 2), unite alla seguente
iii esiste una funzione continua b: Rt - R{ = (0, ) tale che si ab-
bia
(g, @) = b(ll=ll7 [ in R" X R

dove y é il vettore avente per componenti almeno tutte le coordinate lagrangione

Qn+1sr o5 Qn-
Allora tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono globalmente in

Sfuturo ed inoltre somo x-equilimitate (o x-uniformemente limitate).

Si supponga, per assurdo, che una soluzione ¢(t) delle equazioni di Lagrange
sia definita nell'intervallo massimale destro di esistenza [t,, w) limitato, cioé che
sia {y < w < ., Allora, come & ben noto, si ha

29 Jim_ (g + |Gl = =

Seguendo la dimostrazione del Teorema 1 si ottiene la (2.2), valida perd soltanto
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nellPintervallo limitato [£,, @), da cui si deducono le due disuguaglianze

2.9) ap(lz®) <1 in [t, »)
(2.10) T <k in [ty, )
dove k & i massimo della funzione continua u(f) in [¢y, wl. Posto

B =min {b(|z|D] [lz]| < ¢! (%)}, per la condizione iii del corollario, dalla (2.10)
si ottiene

2.11) BlgIf < & in [ty, w)

e poiché %lly(t)” < |lg(®)| (la derivata (d/dt) che compare a primo membro va

sostituita con la derivata destra negli eventuali istanti in cui e y(¢) = 0), inte-
grando rispetto al tempo sull'intervallo [y, w) si ottiene

2.12) ly@ll <yl + VEB ™ Hw —ty) in [ty, ).

Dato che ogni coordinata lagrangiana ¢, ..., ¢, compare in almeno uno dei
due vettori z, y, risulta ||g|| <|lz|| +|ly], e quindi, per la (2.9) e la (2.12), si ha

2.13) lg®)ll <4 =97 (2) + gt + VEB 0 — 1) in [to, ).

A questo punto & sufficiente ricordare (cfr. [3]) che esiste sempre una funzio-
ne continua a: R* — R, tale che si abbia '

(2.14) (g, ¢) = alllgDlgI? in R" x R"

per cui, indicando con A il minimo della funzione continua a(s) nell'intervallo li-
mitato [0, A], per la (2.13) si ottiene

(2.15) AlgoIF < T <k in [t, »)
e quest'ultima disuguaglianza, unita alla (2.13), & in contradizione con la (2.8).

Quando i coefficienti dell’energia cinetica 7' sono funzioni della sola x (come
succede, ad esempio, quando S & un sistema con coordinate ciclicke o quasi cicli-
che ed z & il vettore delle coordinate posizionali), allora la condizione iii del Co-
rollario 1 risulta soddisfatta per 9 = ¢ (cfr. [3]). Per la (2.14), cid & sempre veri-
ficato quando x = g, per cui sussiste il seguente corollario.

Corollario 2. Se sono soddisfatte le condizioni i, ii del Teorema 1 e se st
ha © = q, allora tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono global-
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mente in futuro e sono g-equilimitate. Se invece sono soddisfatte le condizions
i', ii" del Teorema 2 e si ha x = ¢q, allora la limitatezza é uniforme.

Esempio 1 (cfr. esempio 1 di[3]). Si consideri il sistema S costituito da un
elemento P di massa m, vincolato ad appartenere alla superficie liscia generata
dalla rotazione, attorno allasse z di una terna inerziale Ozyz, della curva di
equazioni & = f(2), y = 0, dove f: R — R{ & una funzione di classe C!, soddisfa-
cente in R la condizione f(z) = ¢(|2|) con pe K,.

Si supponga inoltre che I'elemento sia soggetto ad una forza di tipo elastico
~F(t) P,_;P, dove P, & la proiezione ortogonale di P sullasse z e k: R* = Rj &
una funzione crescente di classe C.

Tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono globalmente in futuro,
come ¢ gia stato dimostrato in [3], o come sarebbe possibile verificare mediante
il Corollario 1.

Scegliendo come coordinate lagrangiane (indipendenti) la quota z e I'angolo
orientato 4 che il semipiano zP forma col semipiano fisso ¥ = 0, x = 0, 'energia
potenziale dell'unica forza attiva assume lespressione

(2.16) (t, 2) = %lc(t) 22).

Tenuto conto della (1.2) si ottiene

4 N () in R* X R? x R?
2.17) dt(T-I—n‘)-— 2k(t)f () k(t)(T+7r) in R*"XR°XR

da cui si riconosce che tutte le condizioni del Teorema 2 risultano _soddisfatte con
F(t, 2) = =(i, 2) v(t) = k() (Re(t)) h(q) = %Ifs(O)f2 () r=2z
e percid le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono z-uniformemente limitate.

In corrispondenza ad un arbitrario numero reale » > 0, siano S, (1) e C, i sot-

(") Un insieme simile ad S,* & stato introdotto da I. Tereki e L. Hatvani in Lyapunov
Junctions of the mechanical energy type, Prikl. Mat. Mekh. 49 (1985), 894-899; J. Appl.
Math. Mech. 49 (1985), 683-687.
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toinsiemi di R™ cosi definiti

(2.18) 8¢ = U{geR"|Ft, ) <7}

(2.19) C.={qeR"||z||<7r}.
Sussiste il seguente teorema.

Teorema 3. Si supponga che tutte le soluzioni delle equazioni di Lagran-
ge esistano globalmente in futuro e che inolire siano soddisfutte le sequenti
condizioni

i’ & verificata la condizione i del Teorema 1, e inoltre tutte le soluzioni
dell’equazione di confronto somo limitate

ii" esistono una funzione o € K, e, per ogni ty = 0, uy = 0, una costante «
pER, 0 0
= alty, uy) tali che si abbia

F(t, @) = ou(t) o(||z|) in [ty, ©) X R

iii' fissati ad arbitrio r > 0, ¥ > 0, esiste una costante 8 = f(r, 7) > 0 tale
che si abbia

T(q, ¢) = pliEP in (S, N Cp) X R

dove £ & un vettore che ha per componeti alcume velocita lagrangiane.
Allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono (x, &)-equilimitate, cioé

Vo>0, Vi, =0, AM > 0 per cui risulta .

(2.20) l2(t, to, g0, do)II + ECE, to, g0, G0l < M

Y(qo, Go) tale che |goll +lldoll < p e Vi = 1.
Se inoltre sono soddisfutte le ulteriori condizioni

iv le soluzioni dell’equazione di confronto sono uniformemente limitate

v esiste wna funzione continua H: R*—R* tale che si abbia
F(t,q) < H(q) in R* X R"

a

vi la costante « & indipendente da i,

allora lo limitatezza é uniforme.
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Siano assegnati ¢ > 0, {5 = 0, e sia ¢(¢) una qualsiasi soluzione delle equazioni
di Lagrange con [|q(ty)|| + |d(t,)|| < ¢. Seguendo la dimostrazione del Teorema 1,
si perviene alla (2.4), la quale assicura la x-equilimitatezza delle soluzioni delle
equazioni di Lagrange.

Inoltre, data la limitatezza delle soluzioni dell'equazione differenziale di con-
fronto, per ogni £, = 0, u, = 0, esiste una costante r = »({y, u,) tale che si abbia
ult, 4y, ue) <7, per ogni ¢ = 1.

Dalla (2.2) si ottengono allora le seguenti disuguaglianze

2.21) Fity<r in [{p, «©)
(2.22) Tt <7r in [y, ©)

e la (2.21), unita alla (2.4), implica che ¢(t) € S, N Cy,, per ogni £ = ¢;. Di conse-
guenza, posto £(t) = £(1, g, qo, 9o), per la condizione (i)’ del Teorema 3, esiste
una costante g = B(r, L) > 0 tale che si abbia

(2.23) T(t) = plE)|P in [ty, ®)

da cui segue che, tenuto conto della (2.22),

(2.24) lE®| < Vs ! in [ty, ).

La (2.20) risulta quindi soddisfatta ponendo M =L + V3~ L

Infine, se sono soddisfatte anche le condizioni iv, vi allora le costanti « ed »
dipendono soltanto da u,, e quindi da y, che, se & soddisfatta la v, & indipenden-
te da t,. K facile, a questo punto, verificare che anche la costante M precedente-
mente definita & indipendente da ;.

Se la condizione ii” del Teorema 3 non risulta sodisfatta & possibile ottenere
un criterio di limitatezza parziale sostituendo, nella condizione iii’, 'insieme C;
con R"

Sussiste infatti il seguente corollario.

Corollario 8. Si supponga che tutte le soluzioni delle equazioni di La-
grange esistano globalmente in futuro, che sia soddisfatta la condizione i" del
Teorema 3 e che inolire sia soddisfatta la seguente condizione

iii" fissato ad arbitrio r > 0, esiste una costante 5= B(r) > 0 tale che si
abbia

T(q, §) = B[P in S+ x R".
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Allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono E-equilimitate, e la li-

mitatezza ¢. uniforme se sono soddisfatte anche le condizioni iv, v del
Teorema 3.

Il seguente corollario del Teorema 3 generalizza il Teorema 4 di[3].

Corollario 4. Si supponga che sia soddisfatta la condizione i" del Teove-
ma 3, e che inoltre siano soddisfatte le condizioni

nr

ii" esiste una funzione ¢ € K, tale che st abbia
F(t, 9) = o[zl in R* X R"
iii"” esiste una funzione continua b: R* — R{ tale che si abbia
7(q, §) = b(|lel |41 in R" X R".

Allora tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono globalmente in fu-
turo e sono (x, ¥)-equilimitate. Se sono soddisfutte anche le condizioni iv, v del
Teorema 3, la limitatezza é uniforme.

Seguendo la dimostrazione del teorema citato (Teorema 4 di[3], dove F = =),
si riconosce che tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange esistono global-
mente in futuro.

Assegnati ad arbitrio ;= 0 e uy = 0, sia r = r(%y, up) 'estremo superiore in
[ty, ) della soluzione u(t, &y, 14) (che per la condizione i” del Teorema 3 & limi-

s

tata). Per la condizione ii"” del corollario si ha

(2.25) P, q) = —wa,‘i—’“")go(uxll) in R* X R

e quindi & soddisfatta la condizione ii” del Teorema 3 con « = %

Inoltre, la condizione iii’ del Teorema 3 & soddisfatta con £ = y, essendo, per
ipotesi, b(s) una funzione continua e strettamente positiva.

Infine si osserva che se le soluzioni dell’equazione di confronto sono unifor-
memente limitate, la costante « & indipendente da %,, e percid la vi del Teore-
ma 3 risulta soddisfatta.

Sussiste inoltre il seguente corollario del Teorema 3.
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Corollario 5. Se sono soddisfatte le condizioni 1", ii” del Teorema 3 con x
= q, allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono (q, §)-equilimitate. Se
sono soddisfatte anche le condizioni iv, v del Teorema 3, allora la limitatezza &
uniforme.

Esempio 2 (cfr. [1], cap. 6). Si consideri la seguente equazione differenzia-
le, lineare, del secondo ordine

(2.26) E+[2+00) +c®)]x=0,

dove b:R* >R e c¢: R*—[—1,1] sono due funzioni di classe C!, con
Sl dt < o e [[é#)]dt < .
La (2.26) é I'equazione di Lagrange di un sistema S con un solo grado di li-

bertd, con energia cinetica T = %9&2, e soggetto ad una sollecitazione che deriva

da un potenziale generalizzato, con energia potenziale
A(t, @) = £[2+b(t) + e(t)]?

Scegliendo come funzione di Liapunov P'energia totale, non si ottengono ri-

sultati apprezzabili, mentre ponendo F(t, x) = -;—[2 + c(t)]x?, si ottiene
2.27) %(T+F)s[|b(t}| + @) | (T + F) in R*" XR

e quindi, in base alle ipotesi sulle funzioni b(t) e c(2), si riconosce che le soluzioni
dell'equazione di confronto % = [|b(t)| + |é(¢)|lu sono wuniformemente limita-
te ([4]).

Inoltre, essendo |e(t)] <1, si ha %xz < F(t, x) < %mz, per ogni
(¢, ) e R* X R, per cui sono soddisfatte tutte le ipotesi del Corollario 5, e quin-
di le soluzioni dell’'equazione (2.26) sono uniformemente limitate sia rispetto a
x sia rispetto o 4.

Imponendo delle condizioni pili restrittive alle soluzioni dell’equazione diffe-
renziale di confronto si ottiene il seguente teorema.

Teorema 4. Si supponga che tutte le soluzioni delle equazioni di Lagran-
ge esistano globalmente in futuro, che siano soddisfatte le prime tre condizioni
del Teorema 3, e che inoltre, per ogni (t,, ug) e RY X R* esista una costante
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Q = Qty, o) tale che si abbia

(228) fo V 'Ll/(t, to, 'Mxo) di<Q.

to

Allora le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono (x, &, £)-equilimitate,
cioé Yo >0, Vi, =0, AN > 0 per cui risulta

2.29) lost, tas go» G + IIEG, 0s oy G0l + IIECE, o, G0, Gl < N

Y(qo, do) tale che ligoll + lldoll <o € VE =1,
Se inoltre la costante Q & indipendente da ty, e se sono soddisfatte le ultime
tre condizioni del Teorema 3, allora la limitatezza & wuniforme.

Per il precedente Teorema 3 le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono
(, £)-equilimitate.
Inoltre, seguendo la dimostrazione del Teorema 1, si riconosee che &

(2.30) lE®] < Vut)p ™ in [, )

dove u(t) =ut, to, ug), con uy>y=max{T(go, go) + F(ts, go)| g0l + lldoll < e},
e B & una costante positiva la cui esistenza & assicurata dalla condizione iii' del
Teorema 3.

Poiché & %HE @®) < E@®], integrando rispetto al tempo, e sfruttando la con-
dizione (2.28), dalla (2.30) si ottiene

(2.31) lell < llecto)|| + Q872 in [ty, ®)

ed essendo [£(ty)] < llg(ts)|| < e, si riconosce che & soddisfatta la (2.29) con
N=M+p+087%

Infine, se sono soddisfatte le rimanenti condizioni del Teorema 4, la costante
N & indipendenbte da t;, e quindi la limitatezza & uniforme.

Esempio 3. Sia S un sistema con due gradi di libert, sia ¢7 = (x, ) una
coppia di coordinate lagrangiane indipendenti, e si abbia

T(x, &, 9) = a(x)@2 +9%) =, x) =e to(|x|)

(2.32) . s
Q.= —bll,z,y, %, Y2 Q= —clt, 2, Yy, %9y
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dove a: R—Rf & una funzione continua, veK,, b: R* XR*'S R} e
0 P ) 0
¢: R* X R'*— R} sono due funzioni continue, tali che si abbia

(2.33) b(t, z, y, %, ¥) = a(x) < clt, z, ¥, %, 9) in R* xR*.

Posto F(t, x) = =(t, ®), tenuto conto della (2.33), si ottiene
2.34) %(T+n)s (T + ) in R* x R

e quindi, essendo % = —u, si riconosce che le soluzioni u(t, &y, 1) = up e ¢~
dell’equazione di confronto sono uniformemente limitate, e verificano inoltre la
seguente condizione

o 1 =] t
2.35) FVult, ty, ug)dt = Vagez [e™ 5 dt = 2\/ug
ty to

per cui & soddisfatta la (2.28) con la costante Q = 2\/17(; che & indipendente
da t,.

Inoltre, assegnato 7 > 0, si indichi con A (> 0) il minimo della funzione conti-
nua a(x) per x| <7. Allora si ha

-t
F(t, @) = ult, to, u) &g |2]) in R* XR

2.36
( ) in Gz x R?,

T(x, @, 9) = A& + y*)

Sono percid soddisfatte la ii” del Teorema 3, con a = ¢ "ug !, e la iii’ dello
stesso teorema, con 8 = A, £¥ = q7 = (v, y), e quindi le soluzioni delle equazioni
di Lagrange sono equilimitate (rispetto a tutte le variabili z, y, %, ¥).

Si osservi che la limitatezza non é uniforme perché la costante o dipende
da ;.
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Summary

By using the comparison method [5] and the Liapunov function introduced in the

previous paper [2], sufficient conditions for the partial boundedness of the motions of
holonomic scleronomic systems with potential energy not (necessarily) bounded from be-
low, are obtained, generalizing some results of [7],[3].
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