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G. BonaNzINGA e G. REsTUCCIA (%)

Sistemi di derivazioni e gruppi formali (**¥)

Introduzione

Sia A una k-algebra commutativa, essendo k un campo fissato, e sia Der; (4)
Palgebra di Lie di tutte le k-derivazioni di A in s&. Dato un gruppo formale F di di-
mensione 7 su k, dove per gruppo formale di dimensione # si indica un insieme di
7 serie formali

F=rxXY),.,FrFR&XY) X=0X,.,%X) Y=U,..,7,)
F,X, Y)ek[X,Y]=Fk[X,....,X; Y1, ..., Yol

& noto che & possibile definire I'azione su A delPalgebra di Lie L(F) di tutte le
k-derivazioni di A in s& che risultino F-invarianti [4], [7], [8], [9].

Si puo inoltre definire I'azione di un gruppo formale F' di dimensione % sulla
k-algebra A.

Ora in [8] si & provato che se F' & un gruppo formale di dimensione 1 suk e la
k-algebra A & locale su un campo k separabilmente chiuso di caratteristicap > 0 e
tale che ammetta una p-base su k, allora ogni azione dell’algebra di Lie L(F) su 4
& F-integrabile, nel senso che tale azione pud essere sollevata ad un’azione del
gruppo formale F su A.

Senza alcuna ipotesi su k, il risultato vale solo se F & isomorfo al gruppo additi-
vo F, o al gruppoe moltiplicativo F,,.

Nel nostro lavoro noi esaminiamo la nozione di sistema di derivazioni nel senso
di [2], [6], che deriva in maniera naturale dalla definizione dell’azione dell’algebra
di Lie L(F) associata ad un gruppo formale di dimensione n.

(*) Dip. di Matem., Univ. Messina, Contrada Papardo, salita Sperone 31, 98166
Sant’Agata ME, Italia.
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In [6] & stata studiata, sotto qualche condizione, Pintegrabilitd forte di un si-
stema di derivazioni di A su R di caratteristica p > 0. Tale integrabilitd forte
equivale, nel linguaggio dei gruppi formali, alla F,-integrabilitd di un’azione del-
Palgebra di Lie L(F,) associata al gruppo formale F, su A, essendo ¥, il gruppo
additivo n-dimensionale.

Precisamente nel n. 1 studiamo P'algebra di Lie ristretta associata ad un grup-
po formale F di dimensione n, determinandone la base. Inoltre si determinano le
costanti individuate dall’espressione mediante i vettori della base della p-esima
potenza di ogni vettore della base di L(F), nel caso F = F, oppwre F = F,,.

Nel n. 2 definiamo 'azione di un gruppo formale F sulla k-algebra A, e, nel ca-
80 in cui A sia separabile su k& ed ammetta una p-base su k, si prova che ogni azione
di F, su A oppure di F,, su A & F-integrabile.

1 - Algebra di Lie ristretta

Tutti gli anelli sono assunti commutativi, con identita. Denoteremo sempre
con k un campo di caratteristica positiva p > 0.

Sia A una k-algebra commutativa e sia d: A — A una k-derivazione di A
in A. Sia Der, (A) lalgebra di Lie ristretta delle derivazioni di A in sé su k, con
[d,d'l=dod'~d'od, ¥d, d’' € Der,(A) e d? e Der,(A).

Definizione 1. Sia A una k-algebra commutativa. Un insieme finito
& ={dy, ds, ..., d,} di derivazioni di A su k (d; € Der, (A)) sara chiamato sistema
di derivazioni se

[di,dle Ady + Ady + ... + Ad,
dfeAd, +Ady+ ... + Ad,
con 1<1,j<n.

Diremo che il sistema di derivazioni & & un sistema di derivazioni indipenden-
ti se d,, dg, ..., d, sono linearmente indipendenti su A. Ovviamente, se esistono
x1, X, ..., %, € A tali che det (d; (x;)) € U(A), allora d,, ds, ..., d, sono linearmen-
te indipendenti.

Definizione 2 ([5]). Dicesi gruppo formale di dimensione n su k una n-upla
(F(X,Y),..., F,(X, Y)) diserie di potenze F;(X, Y) e k[X, Y] in 2% indetermi-
nate X = (X;, ..., X,), Y = (Yy, ..., V},), tali che

i. FX,0)0=X; F,0,Y)=Y;

ii. F,F,X,Y),2Z)=F;X, F(Y,Z))

iii. F,X,Y)=F(Y, X).
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Talvolta un gruppo formale di dimensione % & indicato semplicemente con
FX,Y).

Osservazione 1. La definizione & libera da caratteristica.

Esempio 1. Gruppo formale additivo di dimensione #.
FX,Y)=X+Y=(X,+1,,.., X, +7)

dove F; =X, + Y, e k[ Xy, ..., X,; Y1, ..., Y]

Esempio 2. Gruppo formale moltiplicativo di dimensione #.
F,X,Y)=X+Y+XY=X,+Y,+X,Y,,.., X, + 7V, +X,7)

dove F; =X, + Y, + X, Y, e k[X;, ..., X; Y1, ..., Yol
Sia ¥ = (Y4, ..., Y,,). Denoteremo con Y= il prodotto Y7! Yg§2... Y, essendo

o= (&1, ..., ) EN”.

Definizione 3. Sia F = F(X, Y) un gruppo formale di dimensione » su k.
Sia g(X) e k[X] esiano dj,: k[X] - k[X],ce N",1 < j < n, le applicazioni defi-
nite da

gE X, V) = T di(gXNY¥ = T Iy OF*.

Diremo che una funzione i: k[X]— k[X] & F-invariante se risulta

tod

i = Gy oL, Vae N*",Vj,1<j<n.

Proposizione 1. Sia Der, (kK[X]) Ualgebra di Lie vistretta delle k-deriva-
zioni di k[X] e sia F = F(X, Y) un gruppo formale di dimensione n su k. L’in-
sieme delle k-derivazioni d e Der, (E[X]) che risultano F-invarianti, & un’alge-
bra di Lie ristretta, di dimensione n, sottoalgebra di Der) (K[X]). Questa verrd
denotata con L(F).

Dimostrazione. Se a,bek e ¢, t":k[X]—k[X] sono funzioni
F-invarianti, allora af + bt' e tot' sono ancora F-invarianti. Ne segue che se
d, d’ e Der, (E[X]) sono F-invarianti, anche [d,d’] & F-invariante e d? &
F-invariante.
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Noi identificheremo L (F') con il k-spazio vettoriale avente come base i vettori
d¥(d,,0,...,0), df=(0,d,,0,...,0),...,d{ =(0,0,...,0,d,); essendo d;
la k-derivazione definita sulla p-base X, X, ..., X, di k[X] su kP[X?] come
segue

di(X;) = QF%O_)“ con 1<i,j<n, VdeL(F).
J

Per ogni i risulta inoltre: df =cfd, +cfdy+ ... +¢hd, dove ¢f sono
costanti univocamente definite e d,, ..., d, & la base di L(F). Risulta infatti
d=2xdl + ...+ 2,d5=(0qdy, ..., Apdy) =A1dy + ..o+ A, d,.

Poiché L(F) & un’algebra di Lie ristretta, Vd e L(F), d” e L (F), onde
Passerto. :

Teorema 1. Sia F un gruppo formale di dimensione n su k, L (F') Ualgebra
di Lie ristretta associata ad F con base le k-derivazioni df, d¥,...,dE.
Siano

dj: k[ X] = E[X] ceN", 1<jsn

le applicazioni definite da g(F;(X, Y)) = 2 4, (g(X)) Y? essendo g(X) e K[X].
az0

Allora risulta df = i, ., s 1sjsmn

e le funzioni dj(a},..., M E[X]— k[X] sono derivazioni.
Pertanto, posto 1;= (¢}, ..., 8}), & = {d;,,} forma un sistema di derivazioni
indipendenti.

Dimostrazione. Sugli elementi della p-base X, ..., X,, di k[X] su k?[X?]
risulta

dF; (X, 0)
& (5) = ;%) = —55— .
Posto g(X) = ){] (1 s] < 7’1/), segue dj((), 0,..,0) (}(]) = )(j? da cui dj(O, 0,...,0 = idkﬂXﬂ:
mentre dj, .., s (X)) = df (X;). Segue Iasserto.

Proposizione 2. Siano I, il gruppo formale additivo di dimensione n ed
¥, il gruppo formale moltiplicativo di dimensione n. (Esempi 1 e 2). Allora, se
F=F,, si ha ¢f =0, menire, se F=F,, si ha ¢f =46; Vi,j 1<4,j<n.
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Dimostrazione. Poiché Xy, ..., X, & una p-base di k[X ] su k[ X? ], ¢ suffi-
ciente definire la derivata d! sulla p-base.
Supponiamo F = F,. Risulta

oF (X, 0
4P (%) = cEd, () = of T2 D
o,

Daltra parte df(X;) =dl ' od;(X;) =d? '(54) =0. Ne segue cf =0, Vi,j,
1<4¢,j<n.
Se F =F,, risulta

o OF.(X,0)

@ (X)) = ek d, (X)) = cf cFel(1+X) = cf(1+X).

ay} - iT ]
D’altra parte
dP(X) =dP P ody(Xp) =dP T (1 + X)) ay)
=df Pod; (L + Xpey) =dl HA +XDoy) = ... = (L + X))oy
Ne segue che Vi, j c¢f =3¢, 1<i,j<n.

Osservazione 2. Se F=F, risultadf =0, ...,d? =0. Se F = F,,, risulta
af=d,,...,d*=d,.

2 - Azione di un gruppo formale

Se A una k-algebra, essendo k un campo di caratteristica qualunque e sia
Der;, (A) algebra di Lie di tutte le derivazioni di A in sé che si annullano su k. Da-
to un gruppo formale F di dimensione n su k, sia inoltre L (F') Palgebra di Lie di
tutte le derivazioni di A in sé che risultino F-invarianti.

Definizione 4. Si definisce azione di L (F') su A un morfismo di algebre di
Lie ¢: L(F')— Der;, (A). Se chark = p, allora deve verificarsi ulteriormente che

o(d?) = p(a)’.

Definizione 5. Sia F un gruppo formale di dimensione # ed A una k-alge-
bra. Si definisce azione del gruppo formale F su A un morfismo di k-algebre
D: A—-A[X,, ..., X,] tale che D(a) =a mod(X;, ..., X,,) Vae A ed inoltre il
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diagramma
D
A—>AlX,, ..., X =A[X]
[P L
Dy
AlX] —> A X, Y]

sia commutativo, cioé Fy oD = Dy oD, dove i morfismi di k-algebre sono dati
da:

Fog) =g(F X, ¥) Dy(Sa.X)=3D@)Y

Una definizione equivalente e

Definizione 5. Azione del gruppo formale F su A & un morfismo di k-alge-
bre D: A — A[X, ..., X,] = A[X] tale che, se D(a) =2, D,(a)X*, a € A, allora
Dy=id, e Va, e N", 1<s,t<n si ha *

2 Ds(@) Fy(X, ¥)' = %, Dye o Dy ()XY .
Definizione 6. Sia k un anello ed A una k-algebra. Una differenziazione

n-dimensionale di A & un omomorfismo £ da A in A[X;, X5, ..., X, ] = A[X] tale
che E(a) = a mod(X;, Xs, ..., X,,) e precisamente

E(a)=2D,(a)X*
con a = (ay, ag, ..., a,) e N*  X*= X X52 ... X5,
Dy=id, D,(a-b)= > D, (a)-Dg(b), Va,beA eVe,p,yeN".
a+8=y

Una definizione equivalente &

Definizione 6'. Siak un anello ed A una k-algebra. Una differenziazione D
di dimensione n di A & un insieme di applicazioni lineari {D,: A — A; «x e N} tali
che

Dy = id, D, (A-b)= 2 D,(a)-Dy(d) Va,beA Va,B,yeN".
atf=y

Osservazione 3. Dgy,o,.,00=D1,..., D, ., 0,1y=D, sono derivazioni di
A su k (cfr. [2]).
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Definizione 7. Unsistema & = {d,, ds, ..., d,} di derivazioni si dice inte-
grabile se esiste una differenziazione di dimensione #, E: A— A[X] con
E(a)=2,D,(a)X? tale che Dy=id,, D;=d,, ..., D, =d,.

Definizione 8. Una differenziazione n-dimensionale D={D_:A—A;zeN"}
si dice iterativa se

a+p
o

D,oDy=( )D, . Vo, Be N™.

Definizione 9. Un sistema di derivazioni & = {d,, d,, ..., d,} si dice
Sfortemente integrabile se esiste una differenziazione iterativa di dimensione n
tale che D, =d,, ..., D,=d,.

Sia D: A—A[X;, ..., X,] un’azione di un gruppo formale F su A e sia
t: k[X]— k[X] una mappa k-lineare. Allora si definisce la mappa k-lineare
op () A — A mediante la relazione

op(@)a) =2 D, (a)t(X*x o VaecA.

Proposizione 3. Sia D un’azione di F su A. Allora ¢p: L(F)—> Der,(4)
¢ un'azione di L(F) sulla k-algebroa A.

Dimostrazione. Si prova che, se d e L(F'), allora ¢p(d) & una k-deriva-
zione di A. Inoltre ¢p(dod’) = ¢p(d)opp(d’), Yd, d' e L(F). Segue asserto.

Proposizione 4. Sia D un'azione di F su A e sia charx = p > 0. Allora,

¥i3
Vi, 1<si<mn, si ha D’ = > ¢/'D,.
i=1
Dimostrazione. Si ottiene ¢p(df) =D;, 1 <i<mn, da cui I'asserto.

Definizione 10. Un’azione ¢ dellalgebra di Lie L (F) sulla k-algebra A &
detta F-integrabile se esiste un’azione D del gruppo formale F su A tale che

¢p = ¢.

Osservazione 4. Se chark = 0, ogni azione ¢ di L(F) — Der, (A) & sempre
F-integrabile. Pili precisamente, se d,, ..., d, & una base di L(F) su k, deter-
oF; (X, 0)

5,
con D(a)=2, ———1—-——D1°‘1, v, Din(@) X9 . X, a=(a,...,a,)eN", &

« apl.ap,!

minata da d; (X;) = yLJj=1,...,n,eD;=o(dy), allora D: A — A[X]

I'unica azione di F' su A tale che ¢p = o.
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Proposizione 5.

a. Sia D' un’azione del gruppo formale F, di dimensione n sulla k-algebra
A. Sia D ={dy, dy, ..., d,} il sistema di derivazioni indipendenti, base dell’al-
gebra di Lie L (F,). Supponiamo che esista una differenziazione n-dimensionale
iterativa D tale che Dy =d,, ..., D, =d,. Allora D' ¢ F_ integrabile.

b. Sia D" un’azione del gruppo formale F,, su A. Sia & = {d;, ds, ..., d,}
il sistema di derivazione indipendenti, base dell'ulgebra di Lie L(Fy,).
Supponiamo che esista una differenziazione n-dimensionale di A su k
D={D,:A—A;xeN"} tale che D1 o, . 0y=0d1,..., Do, ... 0,1) = dy ed inoltre
D,oD,= Z(Z)(a . ; ) D,. Allora D" & F,-integrabile.

La dimostrazione discende immediatamente dalla proprieta

2 D,oDy(a)X*Y*= 2D, (a) F(X, Y
a, B §

ponendo successivamente F' =F, ed F =F,, (Esempi 1 e 2).

Corollario 1. Siac D wun’azione del gruppo formale F,. Sia
@D ={dy, ds, ..., d,} il sistema di derivazioni indipendenti, base dell’algebra di
Lie L(F,). Allora se & é fortemente integrabile, D & F -integrabile.

La dimostrazione discende dalla Definizione 9 e dalla Proposizione 5.

Se char k = p > 0, un’azione di L (F) su Der,(A) non & sempre F-integrabile.
Risultati positivi, quando dim (L(F)) = 1, si trovano in [7]. Qui noi affrontiamo
il caso di dim (L(F))=n, con n > 1 ottenendo il

Teorema 2. Sia F = F, (gruppo formale additivo di dimensione n su k)
ovvero F = F,, (gruppo formale moltiplicativo di dimensione n su k), essendo
k un campo di caratteristica positiva p. Siano (4, m) una k-algebra locale e
p: L(F)— Der,(A) un’azione di L(F) su k.

Posto ¢p(df)=D;eDery(4), 1<i<n, sia A’={aeA|D\(@)=...=D,(a)=0}
1l sottoanello di A delle costanti rispetto alle derivaziont D, ..., D,.

Supponiamo che:

1. A sia separabile su k

2. esistano i, ..., x, €A tali che det(op(df) (@) ¢m

3. A® ammetta una p-base finita su k contenente z{, ..., x?.

Allora ¢ é F-integrabile.
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Dimostrazione. Caso F=F,. Si ha Df =0, 1<1i<n. Rimpiazzando
Dy, Dy, ..., D, con opportune combinazioni lineari, si pud assumere che
det (D; (x;)) = &5, ([6], theorem 5). Ne segue che #y, ..., 2, & una p-base di 4 su
A% ([3], theorem 1).

Caso F = F,,. S8i ha D! = D;, 1 < i < . Per induzione su 7, si pud supporre
che D;(x;) = (1 + ;) ¢55.

Per m = 1, 'asserto segue da [7] (corollary 3.6) ed inoltre z, & una p-base di A
suA; = {aeA|D;(a) =0} ([7], corollary 3.6). Con un procedimento di induzio-
ne analogo a quello contenuto in [3] (theorem 1) si pud allora provare che
®y,..., %, & una p-base di 4 su A°.

Sia I'y la p-base finita di A° su k contenente «7, ..., 7. Poniamo

r={ry—{=f, ..., «f}}
Allora, considerato lideale
I= (le - xlpy XZP - xé)) ’XIZZ) - xvzzj)AO[Xl’ rery ‘Xn])

si ha: A=A°X,, ..., X}/
La successione esatta

- Q. (A X)) QA= (Q,(A)RA)DAIX; R ... RAdX, - Q,(A)—0
mostra allora che
Q4(A) = (Q (A ® A/Adxf + ... + Adx?) D Ada, & ... ® Adx,

e libero finito di base {dI', dx;, ..., dx,}. Poiché A & finito su k[A?], si deduce al-
lora che B = {I', a;, ..., ,} & una p-base di A su k ([5], proposition 38.G). Inol-
tre su questa p-base, per i risultati provati prima, si ha

aF; (x, 0)

D;(%;) = 2,
i

D;(y)=0Vyer.

Si consideri la funzione s: B— A[X] definita da:
s(x;) = Fy(w;, X)) =w; + X; se F=F,
s(w) = Fi(w;, X;) =2; + X; + 0, X; se F=F,
s(ty)=vy, seyel.

Grazie al lemma 3.1 di [7] la funzione s si estende (univocamente) ad un morfi-
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smo di k-algebre D: A — A[X,, ..., X,,] con Dy = id, . Proviamo che D & un’azio-
ne del gruppo formale F, (o F,) sulla k-algebra A tale che ¢p = ¢.
Occorre verificare che F oD = DyoD, dove

FA: AﬂXli ---:Xn]]%Aﬂle --~’Xn; Yl; ey Yn]]
DY: A[IXD cees Xn}]"’AﬂXh ~--’Xn; Yl; teey Yn]]
sono morfismi di k-algebre dati da

FigXy, ..., X)) =g X, Y),.., F,(X,Y) DY@ a4, X*) = ;D(aa) Y=,

Poiché B & una p-base di A su k, & sufficiente verificare I'uguaglianza solo su-
gli elementi della p-base. Se y e I', allora entrambi i membri sono uguali ad y.
Infatti FyoD(y) =F4(y) =y e DyoD(y) = Dy(y) =y.

Invece su ogni elemento x;e€ B, con 1 <1i<mn, se F=F, otteniamo:

FooD(@)=Fal; + X)) =m; + X, + Y
DyoD(x) =Dy(x; + X)) =D{(x)) + D(1)Y; =, + X; + Y; .
In modo analogo si procede se F'=F,,:

DyoD(x;) = Dy(w; + X; + ;X)) = D(w) + D(1)Y; + D(2) ¥;
=2+ X;+ 0, X+ Y+ (0, + X+, X)) Y=+ Xt o, XK+ Y+ o, Vi + X Y+ X Y
FooD(@)=Fy(x; + X;+ ;X)) =+ (XG+ L+ X Y) + o, (X + Y X Y)

=+ X+ Y+ XY+ X+ Y+, X Y

I1 risultato & cosi provato.
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Summary

Let F be an n-dimenstonal formal group over a field k of characteristic p > 0. If A is

a local k-algebra and F is the n-dimensional additive formal group F, over k or the n-di-
mensional multiplicative formal group F,, over k, then any action of the Lie algebra of
the F-invariant derivations of A results to be F-integrable, when some convenient condi-
tions tnvolving A and its derivations are satisfied.






