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MariA KONSTANTINIDOU (¥)

Un théoréme de représentation pour une classe
d’hypertreillis finis faiblement A -distributifs (**)

11 est nécéssaire pour ce qui suit de rappeler la définition de hypertreillis [3].

Definition. On appelle hypertreillis une hyperstructure (H, V, A)
[V hyperopération et A opération] telle que pour tous a, b et ¢ de H on a:

aeaVa ala=a
aVb=bVa aAb=bAa
(@Vb)Ve=aV®Ve) (@Ab)Ac=aAbAc)
aclaV(@AbIN[aA(aVb)]
acaVbeb=bAa.

On sait [3] qu’en général, et contrairement & la théorie classique, dans un
hypertreillis (L, V, A), le supremum de deux éléments @, be L n' existe pas,
mais encore, dans le cas ou il existe, il n’est pas eonnu si sup(a, b) eaVb.

On considére, dans ce qui suit, un hypertreillis (L, \VV, A) fini.

Puisque L est fini, il a d’'une part un élément minimum, et d’autre part, puis-
que chaque chaine ascendante est stationnaire, selon [3] elle a aussi un élément
maximum. Par conséquence, pour tout a, beL, on aura A={xelL|x=a, b} =0,
et, étant donné que L est fini, il existe d=z/E\Aoc et surtout d=sup(a, b).
Ainsi, il résulte la

(*) Aristotle University of Thessaloniki, School of Technology, Mathematies Divi-
sion, Thessaloniki 54006, Greece.
(**) Recu le 23 Avril 1993. Classificazione AMS 06 D 05.
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Proposition 1. Dans chaque hypertreillis fini, pour tout couple de ses
éléments il existe leur supremum.

Si pour tout a, be L on pose a Vb = sup (a, b) alors, puisque dans ’hyper-
treillis (L, V, A) on a a A b =inf(a, b), on aura

Proposition 2. A chaque hypertreillis fini (L, V/, A) il correspond un
treillis (L, V, \) avec le méme support.

On symbolise dans ce qui suit et ol il est nécéssaire par L, 'hypertreillis et
par L, le treillis qui lui correspond.
Si on suppose que dans L, I'hyperopération est la suivante

aVb={zreL|lzVa=2Vb=aVb}

alors évidemment a\VVbeaV b.

Remarque 1. D’aprés les travaux [1], [4], [6] on a les résultats suivants:

a) Puisque I'hypéropération dans L, est associative, L, est modulaire, et
inversement.

b) Si dans L, la relation (¢ V ) Acc(aV c) A (bV c), pour tout a, b, c e L,
est valable. Autrement dit, si L, est fuiblement A-distributif, alors L, est di-
stributif et inversement. Le fait que L, soit faiblement A-distributif, n'implique
pas qu'il est aussi fuiblement V-distributif, c’est-a-dire

(@Ab)Vec@aVe)AbBVe),
pour tout @, b,ce L.

Désormais on considére que L, est aussi faiblement N-distributif et par con-
séquent que L; est distributif [Rem. 1.5].

Un élément a € L;,, s'appelle \V-iweductible si la relation @ = sup (a,, a,) im-
plique @ = @, ou @ = ay. C’est-a-dire que les éléments V-irreductibles de L, sont
les méme que les éléments V-irreductibles de L;, et ainsi on peut parler d’élé-
ments V-irreductibles de L. Soit done J(L) Pensemble des éléments V-irreduc-
tibles et différents de zéro de L et H(J(L)) 'ensemble des sous-ensembles héré-
ditaires de J(L)(%). On sait [2] que (H(J(L)), U, N) est un treillis distributif fini

(1) Un sous ensemble X d'un ensemble ordonné A s’appelle héréditaire, si x e X et
y<x, yed, entraine y e X.
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(ici désigné par H(J(L)),) avec élément minimum @, et que Iapplication
é: L, — H(J(L)); telle que

(%) ¢:aeL—J,={xeJL)|x<a}eH(JL))

est un isomorphisme.

11 est évident que on a Végalité H(J(L)) = {J, = (al N J(L)},1 o0 (a] est
I'idéal principal qui est engendré par a e L.

On définit dans l'ensemble H(J(L)) I'hyperopération

JaUJbz[ ) Jm>JaUJb]
Jo A

ved, Ay

ou J, Ady=(Jy—J) U(Jy—J,) et [,] signifie un segment, et l'opération
J. Ny =J, N Ty, YT, Jye H(J(L)) (on utilise N au lieu de N).

Théoréme. L’hyperstructure (H(J(L)), U, N) est un hypertreillis iso-
morphe ® & (L, V/, \) avec Vapplication ¢ definie par ().

Pour démontrer ce théoréme il faut démontrer d’abord deux lemmes.
Si dans H(J(L)) on définit Phyperopération
(1 JaCJJb={Jx: J U, =T, Udy=J,UJ,} VJ,, Jy e H(J(L))

et V'operation N, on a

Lemme 1. L'hyperstructure (H(J(L)), EJ, N) est wun hypertreillis
[H(J(L)),] isomorphe a (L, V, \) avec UCapplication ¢ definie par (=).

Démonstration. En effet, (H(J(L)), CJ, ) est un hypertreillis, parce que
1. J,UJ,5J,UJ,=J,
2. J,UJ,=J,UJ,, cest évident.

Puisque H(J(L)); est fini et distributif, donc modulaire, d’apreés [1], [6] nous
avons, pour tout J,, Jy, J, € H(J(L)):

3. J,UJ)UJ,=J,U(,UJ)

(®) Deux hypertreillis (H,, V, A), (Hz, V/, A) sont dits isomorphes, s'il existe
une application biunivoque f de H, sur H, telle que on ait f{aV b) =fla)V f(b) et
fla A b) = fla) A\ f(b).
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4 JOUJ)NT, 5, UT)NT,=d, (J,NJ)UJ,3W.NT)UJ,=J,
5. Joed,Udyesd,Ud,=J,=J,UJ,sJ,NJ,=J,.

Les axiomes qui concernent 'opération M sont évidemment valables parce
que N est Ioperation de H(J(L)),.

Maintenant, on va démontrer la deuxiéme partie du lemme. Puisque I'appli-
cation ¢ definie par (=) est un isomorphism de L, dans H(J(L)), elle est biuni-
voque et

#aVb)=¢(a)Ve(b) ¢laNb)=¢(a) D)

autrement dit J, i, =J, Uy et Jonp =Jg NS,
En ce qui concerne Phyperoperation, on a:

siceaVb={zeL|zVa=2Vb=aVb},

alors ¢(x) e daV b) = {¢(2)};cavs €t en plus ¢(xV a) = $(x \V/ b) = ¢(a V b),
soit J,UJ,=J,UJy=J,Udy, Ccest-d-dire J,=¢x)ed,UJ,, et done
éaVb)cd, U Jp.

Inversement, si J,eJ, U Jyp alors

J,UJ,=J,UJ,=J,UJ,=&xVa)=adaVb)=da\Vb)

=zVa=xVb=aVb=>reaVb=J,=¢&x)edlaVb)

—J, UJ,cdaVb), done &a\/b)=d,UJ,

Puisque les conditions rélatives aux opérations N et A sont évidemment vé-
rifiées, on a que ¢ est un isomorphisme de L, sur H(J(L)),.

Remarque 2.

a. Puisque L; est distributif er fini, d’aprés [4], pour tout a, be L, J, U J,
est un segment avec element maximum J, U J,.

b. U Jy = dJ,, parce que, si x e J, alors, puisque x <aonaura V x<aet

xed, a :L‘EJa

par conséquent J .= U JyCd,. Inversement si zeJ, alors ze J(L) et en

zeldg zedy

plus z < V r=zed .y .= U Jx, done J, C U Jx, d’oli I'egalité qu’on voulait

xea zeldg

démontrer.
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Selon b. on a

¢ weJL;JnJ,,JWCxEJaJx:J“
d. zeJU—JbJ c U Ju Jo-

Lemme 2. J,UJ,=J,UJ,, ¥J,, J, e HJ(L)).

Démonstration. Tout d’abord, J, UJ,, selon la définition, est un seg-
ment avee élément maximum le J, U J,. Pour démontrer alors le lemme, apres
la remarque 2 a. il suffit de démontrer que U J = min (J, U Jp).

ved, A
En vertu des b, ¢, d, de la remarque 2, on aura

(U J)UJ,=( U J)U( U Jt)UJ~( U_JJt)UJa

xed, AJy sedo— tedy—J

= ( U Jt)UJ U( U Jp) =( U JHUJ,
NdJp)

tedy=—J JaNJp ge(Jy—~Jo)U (g

=( UJJq)UJa=JbUJa=JaUJb
gedp

parce que (J, —J) U(J,NJy) =J,.
De méme, on démontre que ( U Jx) Udy=dJ,Ud}.
.. " L zed, A
Ainsi on a démontré que

(2) U Jyed, U Jy.
vel Oy

La différence symmetrique J, A J, € P(L), laquelle n’est pas necessairement
un élément de H(J(L)), satisfait & (1).

Eneffet (Ju,AJ) U=, =) UJ,—J) U, =J,UJd;, et de méme on
a (J, AN UJT,=J,UdJ,.

Sid,ed, Udy,alors J,UJ, =J,UJ,=J,UJ,, doit J, — J; et J, — J, sont
inclus dans J,, soit J, AJycJ, cJ,UJ,.

On va chercher maintenant le plus petit J,, qui satisfait la relation
ci-dessus.

Puisque L, est fini alors tout ses idéaux sont principaux [8]. Par conséquent
'idéal de L, qui est engendré par J, AJ,, noté par (J, AJ,], sera celui qui est
engendré par le sup(J, AJy), cest-d-dire (J, AJ,] = (sup(J, AJ)). Done, le
plus petit élément de H(J(L)) qui contient le J, AJ,, sera

(sup (J, ATINI(L) = Jgpir, ady)-



208

11

(2]
(3]

4]
(5]
[6]

(7]

[8]

M. KONSTANTINIDOU [6]

Mais étant donné que H(J(L)) est fini, on obtient

Jsup(JaAJb)zJ vV oz U Ja;

zeda A zxedy AJy

Par conséquent, et selon la relation (2) on obtient

U J,=min(J,UJy).
zedy Ady

Ceci achéve la demonstration du Lemme 2.
Maintenant, la démonstration du théoréme résulte immédiatement par la
combinaison des deux lemmes.

Remarque 3. Evidemment (H(J(L)), U, N) est un hypertreillis faible-
ment A-distributif.

= B »
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Sommario

In [7] R. Procesi-Ciampi e R. Rota hanno esteso alle iperalgebre di Boole forti [5] un

teorema di rappresentazione classice relativo alle algebre di Boole. In questa nota si
ottiene una estensione di un teorema di rappresentazione per veticoli distributivi finiti
ad una classe di iper-reticoli finiti, che soddisfano una condizione pitt debole della
distributivita, detta /\-distributiviia debole.
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