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OsvaLpo FERRI (¥)

Sulle caratterizzazioni grafiche delle quadriche
nello spazio affine AG(3, q) (*%)

1 - Introduzione

Seguendo le notazioni di G. Tallini in [12] e [13], chiameremo carattere di in-
dice s, rispetto ai piani, di un k-insieme K di AG(8, q) il numero ¢, dei piani di
AG(8, q) che intersecano K esattamente in s punti. Inoltre diremo che K & di
classe [mg, my, ..., my)s, rispetto ai piani, se ogni piano di AG(3, ¢) pud incon-

trare K solamente in mg, m,, ..., my punti (con my < m; < ... <my). Diremo
poi che K & di tipo (mg, my, ..., My)s, rispetto ai piani, se & di classe
[mg, my, ..., Myl ed & ¢, # 0, per ogni m = my, my, ..., My.

Nei lavori [3], [4], [5], [6], [7], sono stati caratterizzati i vari tipi di quadriche
di AG(8, q), come k-insiemi di data classe rispetto ai piani, ad eccezione dei coni
quadrici.

In questo lavoro completiamo la caratterizzazione delle quadriche di
AG(8, q) esaminando appunto il caso rimasto dei coni quadrici. Inoltre diamo
anche un’altra caratterizzazione dei paraboloidi ellittici, diversa da quella di [3].
Precisamente dimostriamo il teorema

Teorema 1. In AG(8,q), ¢g>8, wun k-insieme K, di classe
[0,1,g—1,q, q+1,2q— 1), rispetto ai piani, con k= q2, per il quale si

(*) Dip. di Matem. Pura e Appl.,, Univ. L’Aquila, Via Vetoio, 67010 Coppito (AQ),
Italia.
(**) Ricevuto il 17.6.1998. Classificazione AMS 51 B 26.
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abbia la proprieta

(1.1)  per ogni retta non appartenente a K passa, al pin, un piano (29 — 1)-
secante K

é tale che k = q® ¢, se contiene qualche retta, risulta un cono quadrico se q & di-
spari o um cono protettante un (q + 1)-arco se g & pari; se K non contiene rette,
esso & una q>-calotta che si completa aggiungendo un punto del piano impro-
prio di PG(3, q), ampliamento di AG(3, q), e quindi, se q ¢ dispari, esso é un
paraboloide ellittico.

2 - Dimostrazione del teorema 1
Incominciamo a stabilire alcune proposizioni.

Proposizione 1. In AG(8,q), q > 8, un k-insieme K, con k= q® e cioe
k=qg*+a (a=0), di classe [0,1,9—1,q, g+ 1,2q— 1], soddisfacente la
(1.1), é tale che ogni retta non appartenente a K incontra K in al pit due punti.
Inoltre, se K contiene una retta, allora o k = q® oppure k = q¢* + ¢ — 1. Nel pri-
mo caso det piani per tale retta uno é g¢-secante K ed ogni altro é
(2g — 1)-secante K, nel secondo caso tutti i piani per tale retta sono (2q — 1)-se-
canti K.

Dimostrazione. Sia s una retta k-secante K, con 2 < k < ¢. Indicati con
W; 1 numeri dei piani per s che siano i-secanti K, i=¢—1,¢,¢+ 1,29 -1,
risulta

Wq—1+Wq+Wq+1+W2q——l=q+1

@.1)
(@=1-h)W,_1+(q—h) W+ (q+1=B) W, +@q—1~h) Way_1=g*+a—h.

Eliminando W,_, si ottiene
2.2) We+2W, 1+ qWo_1=hg+a+1.
Si ha, per la (2.1); e la 22)
(2.8) hg+lshq+a+1=W,+2W, 1 +qWy 1Sq+1+(q—1) Wy 1+ W, .

Se h < g, cioé se s non appartiene a K, essendo, per la (1.1), Wy, _; <1, si



(31 SULLE CARATTERIZZAZIONI GRAFICHE DELLE QUADRICHE... 327
hanno le seguenti eventualiti:

2.3)
Woy1=1==hq+1s2q+ W, 1=h-2)q+1<sW,,Sqg=>h=2

@3
Wo1=0==hg+1sq+1+ Wy =l -1DgsW,,,sq+1=h=2.

Si e cosi provato che
2.4) h<g=h=2

cioé che ogni retta non contenuta in K incontra K in, al pill, due punti, ossia la
prima parte della Proposizione 1.
Se h =g, cioé s & contenuta in K, dalla (2.3) si ha

PHISg+1+(@~DWy 1+ Wyo1=¢2 =g <(q— DWoyo1 + Wiy

da cui

1
(2.5) Q$W2q_1+ '(‘I-—:—i“Wq_,,l.

Supponendosi ¢ > 3 ed essendo, per la 2.1);, W, <g+1, si ha

1

(2.6)‘ —q“‘:—i‘

Wes1

e cio¢ due casi sono possibili a seconda che W,,; =0 oppure W,,.;=¢—1.
Nel primo caso, W, ,; = 0, dalla (2.5), si ha: W, _; = gq, ciod Wy, _, = q oppu-

re Wy, _1 =q + 1. Risulta

@2) @1y 2
2.7 Wog1=q==W,=a+1=0a=0 W,_,=0=k=¢q

2.1
Wy 1=q+1—=W, 1 =W,=W,.,=0
2.8)
(2.2) 9
=—=qg=q—-1=k=q¢*“+q~1.

Nel secondo caso, W, ., =¢ — 1, dalla (2.5) si ha: Wp,_;=¢q — 1 e quindj,
per la (2.1),, risulta ¢ + 1 = Wy, + W, 1 = 2(g — 1) e cioé g < 3, ossia l'assur-
do supponendosi ¢ > 3. Da cid e dalle (2.7) e (2.8), segue la seconda parte della
Proposizione 1. Si ha cosl Passerto.
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Proposizione 2. In AG(3, q), ¢ > 8, un k-insieme K, con k = q2 di clas-
se[0,1,g—1,q,q+1,2q— 1], soddisfacente la (1.1) e che non contenga ret-
te, risulta una q*-calotta che si completa in PG(8, q), ampliamento di AG(3, g),
in una (q% + 1)-calotta aggiungendo un punto improprio e quindi, se q & dispa-
1, ¢ un paraboloide ellittico.

Dimostrazione. Poiché K non contiene rette, per la prima parte della
Proposizione 1, risulta K una k-calotta, onde (cfr. [1]) & k < ¢% + 1. Ma non pud
essere k = q*+ 1, perché una (g% + 1)-calotta di PG(8, q) & (cfr. [1]) di tipo
(1, g + 1), rispetto ai piani, mentre il piano improprio & esterno a K. Supponen-
dosi k = ¢2, si ha allora che K & una g%-calotta di AG(8, ¢) e quindi in PG(3, ),
ampliamento di AG(8, q), K & necessariamente incompleta e si completa in una
(g? + 1)-calotta aggiungendo un punto 7 del piano improprio, il quale quindi &
tangente in T a K U {T }. Se ne deduce che, se g & dispari, K & (cfr. [1]) un para-
boloide ellittico. Si ha cosl I'asserto.

Proposizione 3. In AG(S, q), ¢ > 3, un k-insieme K, con k = ¢*, di clas-
se [0,1,9—1,q,q+1,2q 1)y, soddisfacente la (1.1) e che contenga almeno
una retta, risulta un cono proiettante un (q + 1)-arco, onde k = q* ¢ quindi, se
q ¢ dispari, (c¢fr. [8] n. 174), K & un cono quadrico.

Dimostrazione. Sia s una retta di K, per la Proposizione 1, seconda par-
te, per s passano almeno g piani (2¢ — 1)-secanti K. Sia « uno di tali piani. I pun-
ti di K N« — s sono in numero di ¢ — 1 (= 3). Tali punti non possono essere alli-
neati su una retta parallela ad s, altrimenti tale retta sarebbe una (g — 1)-secan-
te K e cid & escluso dalla Proposizione 1, prima parte. Esistono dunque due pun-
ti P; e Py, tra i suddetti ¢ — 1, tali che la retta » = P; P, risulti incidente K. Ma
allora r ha tre punti distinti in comune con K (i punti Py, P,, r N s) e quindi ap-
partiene a K (cfr. Proposizione 1). Ne segue che KNa=rUs.

Se ne deduce che ogni piano che contiene una retta s di K, o incontra K solo
in s oppure in due rette incidenti (cfr. Proposizione 1, seconda parte).

Sia allora IT un qualsiasi piano (2¢ — 1)-secante K. Se non contiene rette di
K,12q — 1 punti di KN IT sono a tre a tre non allineati e quindi costituiscono un
arco, onde |K NIT| < ¢ + 2 ma cid & assurdo essendo |[KN1II| =2¢—1eq> 3.
Ne segue la proprieta

(2.9) Ogni piano (2q — 1)-secante K incontra K in due retie incidenti.
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Sussiste anche la proprieta

(2.10) La fomiglia S2 delle rette contenute in K non pud contenere due rette
sghembe.

Ragionando per assurdo, siano 7, e 1, due rette sghembe di &2. Sia A, un
punto di 1, esiste certamente un punto A, di 7, tale che la retta A, A, non appar-
tiene a K. Il piano IT; per r; ed A, & (2q — 1)-secante K (cfr. Proposizione 1, par-
te seconda). Analogamente il piano IT, per 75 ed A, & (2 — 1)-secante K. Evi-
dentemente IT, & diverso da IT,; dunque per la retta A, A, = IT, N IT; (non conte-
nuta in K) passano due piani (2g — 1)-secanti K e ci0 & in contrasto con la (1.1).
Ne segue la (2.10).

Per la Proposizione 1, seconda parte, e per la (2.9), risulta |2 | = ¢ + 1.
Poiché le rette di &2 sono a due a due incidenti (efr. (2.10)) esse, non potendo
giacere tutte su un piano (essendo |92 | = ¢ + 1), passano tutte per un punto V
ed inoltre sono a tre a tre non formanti fascio, quindi costituiscono un cono I"
proiettante un n-arco, con n = | R | = q+ 1, inoltre & n < q+2.

Per ogni P appartenente a K passa una retta r di 62 . Infatti, sia s una retta
di G2, non per P, il piano per P e per s incontra K oltre che in s in una retta r
per P (cfr. Proposizione 1, parte seconda e la proprietd (2.9)), ne segue che
=K.

Non puo essere m = q + 2 altrimenti esisterebbe un piano che interseca
K =TI1n q + 2 punti e cid & escluso (essendo g > 3). Rimane cosi completamente
provata la Proposizione 3.

Dalle Proposizioni 2, 3 segue il Teorema 1.
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Summary

In AG(3, q), q odd, q > 3, the quadric cones are characterized. A new characteriza-
tion of the elliptic paraboloids is also given.



