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1 - Introduzione

Nel marzo del 1992, fui invitata a tenere una relazione al Convegno Per una
storia del calcolo delle probabilitd organizzato dal Centro di Ricerca PRISTEM
(Progetto Ricerche Storiche e Metodologiche) presso 'Universitd Bocconi. Ave-
vo saputo che aleuni relatori avevano indicato titoli come Probabilita in fisica,
Probabilita in biologia ...; alla richiesta di indicare un titolo risposi in modo
spontaneo Probabilitd in matematica.

Di fatto, la probabilitd & una disciplina matematica, ma ritenevo che il titolo
cosi formulato mi consentisse di provocare in qualche misura I'uditorio — costi-
tuito prevalentemente di docenti di matematica delle scuole medie superiori — a
una maggiore attenzione alla probabilitd nell’ambito dei loro corsi. Frequente-
mente infatti, la matematica insegnata & solo la matematica della certezza: scien-
za esatta, portatrice di conoscenza sicura e universale. Nullo o scarso spazio &
dedicato alla probabilitd come misura dell’incerto.

Avevo articolato la relazione in due parti: nella prima illustravo un aspetto
meno noto della probabilitd, quello di strumento della matematica della certezza,;
nella seconda parte presentavo la probabilitd come misura dell’incerto e suggeri-
vo come inserire in un corso di matematica i fondamenti della probabilita e della
statistica. Sviluppavo cosi, almeno parzialmente, il titolo Probabilitd in mate-
matica: strumento per pervenire a risultati matematici importanti e parte signi-
ficativa della cultura matematica.

In questo lavoro intendo riferire il contenuto della conferenza.

(*) Dip. di Matem., Univ. Parma, Via M. d’Azeglio 85, 43100 Parma, Italia.
(**) Ricevuto il 27.5.1993. Classificazione AMS 60 01.
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Nella prima parte, dopo aver esposto brevemente la storia della legge nor-
male (o legge di Gauss o degli errori) e il suo ruolo nella teoria della probabilitd e
nella statistica, traceio la dimostrazione di un risultato di teoria dei numeri rela-
tivo alla distribuzione normale che compete ai divisori primi degli interi, dovuto
a Kac e Erdos e segnalo il notevole significato metodologico del ragionamento
per analogia da essi seguito. Successivamente metto in evidenza un uso piil stru-
mentale di alcuni risultati della teoria della probabilitd per dimostrare il teorema
di Weierstrass di approssimazione di una funzione continua.

La seconda parte & una proposta di contenuti per un breve corso di probabili-
ta e di statistica nella matematica della scuola media superiore: sono indicati e
appena commentati dieci argomenti sui quali far riflettere ed esercitare gli stu-
denti in un ragionevole numero di ore. Aleuni buoni volumi a cui riferirsi sono
indicati in bibliografia.

2 - La probabilita come strumento della matematica della certezza

2a - La legge mormale

Nel secolo 18° la teoria delle probabilitd si sviluppd notevolmente per opera
di J. Bernoulli e di A. De Moivre. Al primo si deve la prima formulazione di una
legge debole dei grandi numeri (1713) e al secondo un celebre teorema che pud
essere considerato il primo teorema di limite centrale (1718). Entrambi i risulta-

ti si riferiscono al comportamento limite delle frequenze relative % di un evento

A di probabilitd P(A) = p in una serie di n osservazioni indipendenti.
11 teorema di Bernoulli esprime che la probabilit, che la deviazione della fre-

quenza relativa % da p sia maggiore in valore assoluto di una quantiti arbitra-

ria positiva ¢, tende a zero al tendere di n all’infinito. Brevemente

2.1) P(l%—p}>s)—>0 per n—> o,

1l risultato di Bernoulli si deduce dal teorema di De Moivre che consente una va-
lutazione asintotica della probabilita P(a <f, <b) con a, b reali e a < b.
Indicata con ¢ = (1 — p) la probabilitd dell’evento A€, complementare di A4,
il teorema di De Moivre esprime che la probabilitd che la frequenza dell’even-
to A convenientemente standardizzata attraverso la trasformazione lineare
Jo —mp

Vrpq

A= sia compresa nell'intervallo (1, A;) converge, al tendere di n all'in-
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finito, alla differenza del valore della funzione distribuzione normale calcolata in
Ay e quello della stessa funzione calcolata in 24

|
2.2) POy <A<A)—> ——= [e ? dw =00y — B()

\/5;}\1

essendo la funzione distribuzione normale definita da

1 E
(2.3) o =—= Je 2 du.

Ver

Nel caso tipico del lancio di una moneta, la probabilitd che il numero f,
delle teste in % lanci sia compreso in un assegnato intervallo, calcolata esatta-
mente & la somma di un numero finito di termini, calcolata in modo appros-
simato per n grande & la differenza di due funzioni integrali. Precisamente,
poiché la probabilita che la frequenza f,, di teste in n prove sia uguale a k & data

da P(f,=k)= (Z)pk(l - p)* ¥, segue che

Pla<f,<b) = 2

<k<b

n _
(k)pk(l_p)n k_
Perd, se n & sufficientemente grande e

a =np — Vupqr, b=mnp+ Vnpqis
—g?

_ _ - Az
dsulta  Pla<f,<by=p(R=lP LT bmPy 1 P g,

Vnpg Vnpg Vnpg 27 h

In forza del precedente teorema se il numero n dei lanci & sufficientemente

grande e si prendono l'origine e una scala opportuni (Porigine in ntl , si molti-

plica T'unitd di misura sull’asse verticale per Vnpq e si divide unitd di misura
sull’orizzontale per la stessa quantitd), il contorno dell'istogramma delle probabi-
lita di k& teste in % lanci di una moneta si trasforma in una curva continua a for-
ma di campana, simmetrica rispetto a np (Fig. 1).
La curva continua di equazione
_g?

@.4) o) = ——¢ 2

Ver

che appare in Fig. 1 & nota come curva normale o gaussiana perché fu dedotta
da Gauss intorno al 1809 in relazione al problema della determinazione delle or-




74 C. CALVI PARISETTI 4]

. ~

o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 1.

bite degli asteroidi: si trattava di determinare Pellisse che meglio si accordava
con i dati osservati affetti da errore.

Ma il problema di Gauss si pone tutte le volte che, eseguendo misure di pre-
cisione di una grandezza, per esempio dello spigolo di un tavolo di lunghezza m
incognita, vogliamo determinare la probabilita che una singola misura X sia com-
presa tra a e b. Sotto ipotesi ragionevoli, la risposta di Gauss & che tale probabi-
lita & data dallarea sottesa alla curva normale, per a < < b (Fig. 2).

In formula
(x —m)

b _
Pla<X<b)= —2_ ¢ 22 do

\/272'0' a T

dove ¢ & la deviazione standard, reciproco della precisione dello strumento di mi-

It

e

B _
Je 2 dt
A

a-m . p-b —Gm sono ottenuti dal semplice cambia-

sura e gli estremi A =
mento di variabili.
Nel 1810, Laplace mise in rilievo la proprietd significativa che caratterizza la
legge normale, dimostrando che se X & la somma di un numero elevato di numeri
aleatori indipendenti X;, X,, ..., X,,, allora X segue la legge normale con una
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approssimazione tanto migliore quanto pil i singoli X; sono trascurabili rispetto
ad X.

Quindi se X;, X», ..., X, sono numeri aleatori indipendenti che assumono va-
lIori 1 e O con probabilitd p e ¢ = 1 — p rispettivamente (come nel caso del lancio
n
della moneta n volte), la somma X = 2, X; (che & la frequenza f, delle teste) &
i=1
approssimativamente distribuita in modo normale e ritroviamo il risultato di De

Moivre illustrato nella Fig. 1. n

Analogamente, Perrore complessivo X = >, X;, somma di un gran numero di
i=1

errori indipendenti, segue la legge normale e ritroviamo il risultato di Gauss il-
lustrato in Fig. 2.

La frequenza delle teste e 'errore complessivo sono somma di numeri aleato-
ri indipendenti e seguono asintoticamente la stessa legge normale.

A Tchebychev, Markov, Ljapunov, Lindeberg e ad altri si devono i feoremi
di limite centrale, che esprimono le condizioni per cui la somma di variabili alea-
torie ha asintoticamente distribuzione normale. Una condizione determinata da
Lindeberg & che le variabili costituenti la somma siano indipendenti e ugualmen-
te distribuite, come accade nei casi che abbiamo considerato della frequenza e
dell’errore. In base al teorema di Lindeberg anche la somma degli errori di arro-
tondamento di % numeri al pit vicino intero (ciascun errore si pud ritenere di-

stribuito uniformemente tra —% e %) si distribuisce asintoticamente secondo
la legge normale.

La formulazione del teorema di limite centrale, data da Laplace, per la sua
generalitd ha una grande importanza nella teoria della probabilitd, come anche
De Finetti rileva in [2], in relazione al problema di come giustificare elementar-
mente la legge normale della probabilita.

Per una legge di variabilith naturale, anche la statura degli nomini, le di-
mensioni del eranio di una popolazione, la dimensione dei fagioli, ecc. obbedisco-
no alla legge normale.

La diffusione della legge normale in tanti fenomeni di diversa natura, ha in-
dotto a pensare che molte distribuzioni che si incontrano in pratica siano norma-
li, tanto da far dire a Poincaré tout le monde y croit (la lois des erreurs) par ce
que les mathématiciens s'imaginent que c'est un fait d’observation, et les obser-
vateurs que c’est un théoréeme de mathématiques.

Si potrebbe perd pensare che ad accomunare nella stessa distribuzione asin-
totica di probabilitd gli errori di misura, i lanci della moneta, gli errori di arro-
tondamento, le stature, le dimensioni dei crani, sia il caso.

Ma, non sempre cid accade ....
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2b - Un risultato di teoria dei nmwmeri: ragionare per analogio

Mark Kac (1914-1984), il grande matematico e probabilista polacco che ha
avuto la capacitd nei suoi lavori di utilizzare intuizioni e tecniche della teoria del-
la probabilitd in campi diversi dalla probabilita, determind insieme a Erdés un
interessante e curioso risultato di teoria dei numeri. Nella sua autobiografia [6],
in relazione a tale risultato, dichiara con stupore stentavo a credere che una leg-
ge che aveva a che fare con gli istogrammi empirici e con i giochi d’azzardo po-
tesse fur parte della matematica ordinaria.

Il risultato pud essere descritto nel seguente modo: si consideri un numero
intero grande, per es. N = 10.000 e si conti quanti degli interi minori di 10.000
hanno un solo divisore primo, quanti due divisori primi, quanti tre, ecc., senza
contare la molteplicita. Indicando con v(%) il numero dei divisori primi di # se-
gue percido che v(2) =v(3)=v(4)=v(5) =1, v(6) =2, ...

Se si rappresenta listogramma delle frequenze e si assumono 'origine e la
scala opportunamente, esso risulta indistinguibile dalla curva normale (2.4). Piu
precisamente, il teorema di Kac e Erdos [4] afferma

Sia K, (a, b) il numero degli interi m, 1 <m < n per cui

loglogn + a Vloglogn < v(m) < loglogn -+ bVloglogn .
Allora

=zf

K, (a,b b
(2.5) lim £.(a, ) =fe % dz.

n— n

Kac contribul in modo rilevante alla determinazione del risultato precedente
grazie alla capacitd di ragionare per analogia. Aveva infatti dedicato molte ener-
gie allo studio della legge normale, al concetto di indipendenza stocastica e in se-
guito a quello di funzioni indipendenti [4], su indicazione di Steinhaus.

Una traccia del ragionamento seguito da Kac per raggiungere il risultato & la
seguente. Se A & un insieme di interi positivi, sia A(N) il numero dei suoi ele-
menti tra i primi N interi. Il limite

. AN)
D) = Jim, =
se esiste viene chiamato densita di A.
Segue che la densita degli interi pari & uguale a %, la densita degli interi di-

visibili per 3 & uguale a % e in generale la densitd degli interi divisibili per il nu-
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mero primo p € uguale a %- Consideriamo Vinsieme dei numeri divisibili per p e
per g (anche ¢ primo) e quindi divisibili per pg; la densita di tale insieme & ugua-

le a —z-)lq— Ma 5'515 = %—% Quindi, per ogni » P'essere divisibile per p & indipen-

dente (nel senso delle funzioni indipendenti) dall’essere divisibile per g. Se si po-
ne per ogni intero » e per ogni primo p

X,(n) =1 semn ¢ divisibile per p X,(n) =0 sennon & divisibile per p
i numeri X,(n) sono indipendenti al variare di p e inoltre
vin)=X,(n) + Xg(n) + Xs(n) + ...

¢ il numero dei divisori primi di #. A questo punto, Panalogia con il teorema di
Laplace & trasparente. Il numero dei divisori primi di » & somma di funzioni in-
dipendenti. Da questa osservazione Kac e Erdds pervennero a (2.5) con una di-
mostrazione che non & qui il caso di riportare.

La legge di distribuzione normale accomuna quindi gli errori di misura dello
spigolo di un tavolo, il numero di successi in % lanci di una moneta, le stature de-
gli uomini di una popolazione, ma anche i divisori primi di un intero e molti altri
risultati. Nell’autobiografia citata Kac dice: Chiedo venia al lettore per la mia
immodestia, ma ¢ davvero un gran bel teorema. Grazie ad esso la legge norma-
le poteva uscire dal mondo delle scommesse, delle statistiche e delle osservazio-
ni per entrare nella teoria det numeri e inaugurare una nuova branca di guesta
antica disciplina.

2¢ - Il teorema di approssimazione di Weierstrass: l'uso intelligente del meto-
do probabilistico

Un altro risultato dell’'uso intelligente della probabilita in matematica & rela-
tivo al teorema di approssimazione di Weierstrass che asserisce che per ogni
funzione reale e continua u: [0, 1] — R e ogni ¢ > 0, esiste un polinomio A(x) tale
che |h(x) —u(x)| < ¢ per ogni ze[0, 1].

Argomentazioni probabilistiche semplici conducono al risultato e indicano an-
che il tipo di polinomi, detti di Bernstein, che approssimano uniformemente .
La dimostrazione [3] del teorema si fonda su una conseguenza della legge debole dei
grandi numeri nella formulazione del teorema di Bernoulli, esposto in 2a.

Ricordiamo che f, in (2.1) rappresenta la frequenza dell’evento A di probabi-
litd p in una serie di » osservazioni (per es. la frequenza di teste in » lanci di una
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moneta) e che (2.1) esprime la convergenza in probabilita di ]—;’)i a p. Cio si pud
indicare brevemente %‘ LA p.
Si dimostra che, se % & una funzione continua, risulta anche u(% ) -iu( ).

Quindi per grandi %, con probabiliti elevata u(%) & prossima a u(p).

Si dimostra di pitli, che essendo % anche limitata, il valore atteso E [u(% )] di
u(%) & prossimo a u(p) nel senso che per n —> «
(2.6) E [u(]%i Y] —u(p) uniformemente.

La dimostrazione della (2.6) si puo fare in poche righe, richiedendo questa
essenzialmente l'osservazione che la varianza di % tende a 0 per n— «© e l'uso

della diseguaglianza di Tchebychev, ma non & qui il caso di richiamarla.

fi

Ora, Pattesa di u(;;’zﬁ) & data da

fﬂ — - k n ko n—k
@) Elu(z 1= 2 u(0)(,)pa
e quindi segue da (2.6) e da (2.7) che, se % & una funzione continua sull’intervallo
[0, 1], essa & approssimata uniformemente da una combinazione lineare di poli-

nomi del tipo (Z) p¥q™~*. Nella forma (2.7), tali polinomi sono detti polinomi di

Bernstein di grado n e indicati con B, ,(p).
Pertanto, se % & continua nell'intervallo [0, 1], per ogni ¢ >0

|Bn,71,(p)“u(p)l <eg OSpsl

per 7 sufficientemente grande. E cosl dimostrato il teorema di Weierstrass e in

S

pitt & identificata la forma dei polinomi approssimanti.

I risultati sopra riportati sono solo due esempi di utilizzazione del metodo
probabilistico nella matematica della certezza, ma molti altri potrebbero essere
indicati. Coloro che hanno operato con successo in questo settore erano matema-
tici che conoscevano a fondo la probabilitd e sapevano integrarla nel vasto ambi-
to della matematica.

Tuttavia il ruolo principale della probabilita & quello di misura dell’incerto. 1
primi rudimenti dovrebbero essere impartiti in tutte le scuole medie supe-
riori.
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3 - La probabilith come misura dell’incerto

In questa seconda parte del lavoro propongo un elenco commentato di argo-
menti di probabilita e di statistica inferenziale che a mio parere potrebbero esse-
re presentati in cirea 20 ore, in un corso di matematica della scuola media supe-
riore. Si tratta di contenuti minimi connessi con le distribuzioni discrete di pro-
babilita; essi richiedono solo conoscenze elementari di matematica e tuttavia
permettono di contribuire a formare una mentalitd probabilistica.

Questo breve corso & incentrato sul processo di Bernoulli che, esemplificando
¢ il processo di lanciare una ‘moneta o di estrarre con rimpiazzamento da
N UTRA.

Pil1 precisamente, si parla di processo di Bernoulli tutte le volte che ripeten-
do un esperimento

i) Yesito di ciascun esperimento & 'evento A o il suo complementare A°

i) gli esiti dei successivi esperimenti sono indipendenti 'uno dall’altro

iif) la probabilita di A (e quindi di A°) in ogni esperimento & sempre la
stessa.

Evidentemente, la sequenza degli esiti del lancio di una moneta o della estra-
zione con rimpiazzamento da un’urna costituisce un processo di Bernoulli. Va su-
bito osservato che Pesemplificazione ai modelli citati non & un esercizio inutile o
astratto: calcolare la probability di 8 palline bianche in 10 estrazioni non & diver-
so dal calcolare la probabilitd che 8 articoli siano difettosi tra 10 esaminati, che
tre persone tra 10 interrogate, rispondano di votare si al referendum, e cosi via.
Nei due modelli citati & nascosta una grande varieta di problemi e il chiaro rife-
rimento ad essi evita inutili ripetizioni.

Nel modello delle estrazioni con rimpiazzamento da un'urna contenente N
palline delle quali una frazione 6N bianche, con0 <6<1efNel,e le restanti
(1 — 6) N nere, si potrebbe essere interessati a problemi di due tipi

1 al calcolo della probabilitd di un evento pill complesso rispetto agli eventi
la palling estratta & bianca. Per esempio alla probabilitd dell’evento k estrazioni
di pallina bianca in n estrazioni o dell'evento pallina bianca per la prima volta
allm-ma estrazione ecc., nellipotesi che la frazione di palline bianche dell’'urna
sia assegnata.

2 ad avere informazioni sulla frazione 8N di palline bianche, avendo osser-
vato gli esiti di n estrazioni.

I problemi di tipo 1 sono problemi di calcolo delle probabilite la cui soluzione
richiede un ragionamento deduttivo; quelli di tipo 2 sono problemi di statistica
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inferenziale la cui soluzione richiede un ragionamento induttivo. Questi ultimi
sono molto frequenti nella vita quotidiana: non & nota la frazione 6 di votanti si al
referendum tra N che voteranno; si interrogano » persone e si inferisce su 6.

Nell’elenco che segue, gli argomenti di statistica inferenziale sono tuttavia
appena accennati per contenetere l'eventuale esposizione agli studenti in un
tempo ragionevole e seguono quelli di calcolo delle probabilitd, essenziali per
'applicazione statistica. Gli argomenti sono raccolti sotto 10 titoli e molti riferi-
menti ad essi relativi possono trovarsi in [9], mentre considerazioni pill generali
sulla probabilitd e sulla statistica matematica sono esposti alla maniera di intelli-
gente divulgazione in [5] e [8]. Una ricca sorgente di esercizi si trova ancora in
[9] e in [1].

3a - Probabilita in un corso di matematica

1 Ewventi e algebra degli eventi. 11 concetto di evento & introdotto in modo
logico e cosl le operazioni tra eventi.

2 Probabilita di un evento. Viene definita in modo soggettivo e le proprie-
ta sono desunte dal concetto di scommessa coerente. Teorema delle probabilita
totali.

3 Valutaziont di probabilita. Quando & possibile e quando & lecita la defini-
zione classica di probabilitd come rapporto tra il numero di eventi favorevoli e
numero degli eventi possibili. Riconoscere gli eventi equiprobabili. Lo schema
celle-oggetti.

4 FEwventi condizionati e loro probabilita. Indipendenza. Definizione ed
esempl: estrazioni con o senza rimpiazzamento da un'urna di composizione nota.
Eventi equiprobabili e indipendenti; eventi equiprobabili e non indipendenti.
Valutazione frequentistica della probabilita.

5 1l processo di Bernoulli. Calcolo della probabilita di & successi in n pro-
ve. Rappresentazione di istogrammi.

6 Numeri aleatori semplici e discreti. L’introduzione di questo argomento
permette di utilizzare un linguaggio pill generale che evita il riferimento agli
eventi. Pud avere un significato anche in vista di futuri ampliamenti dellargo-
mento probabilita.

7 Approssimazione normale e di Poisson. Si espongono solo i risultati dei
teoremi di De Moivre-Laplace e di Poisson. Si riutilizzano gli istogrammi della
distribuzione binomiale e si mostra qualitativamente il comportamento limite. Si
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insegna a risolvere alcuni problemi facendo uso delle tavole della distribuzione
normale e di Poisson.

8 Il teorema di Bayes e il suo ruolo nell’inferenza statistica. La probabili-
ta a posteriori ottenuta aggiornando I'informazione a priori con I'esperienza per-
mette di rispondere a quesiti del tipo: «quale & la composizione pill probabile del-
Purna, se ho osservato k bianche in 7 estrazioni?», «quale & la statura media pit
probabile della popolazione maschile italiana, se ho osservato la statura di » in-
dividui di tale popolazione?» ece.

9 Estrazioni con rimpiazzamento da un'wrna di composizione incognita.
Gli eventi sono equiprobabili, ma non indipendenti. Sussiste solo I'indipendenza
condizionata alla composizione dell’'urna. Nella stessa situazione «fisica» di estra-
zioni con rimpiazzamento, se & nota la composizione dell'urna gli eventi sono in-
dipendenti, se non & nota gli eventi sono dipendenti. La dipendenza & dovuta a
una modifica dello stato di informazione.

10 11 campionamento casuale semplice. Si osserva il risultato di n estrazioni
con rimpiazzamento e si inferisce sulla frazione di palline bianche nell'urna.

4 - Conclusione

La probabilitd ha un ruolo importante e forse frequentemente sconosciuto
nella matematica della certezza, in particolare nella teoria dei numeri e nell’ana-
lisi, ma il suo ruolo principale & quello di misura dell'incerto. Alla scarsa atten-
zione prestata per molti anni alla probabilitd in ambito matematico, ha certa-
mente contribuito non solo il problema dei fondamenti di questa disciplina, a lun-
go oggetto di diatribe, ma anche la diffusa mentalitd che la matematica & altro
dalle applicazioni [7].

Probabilitd non & sinonimo di valutazione approssimativa o di mancanza di ri-
gore nel ragionamento, ma & valutazione della misura dell'incerto eseguita con
criteri razionali.

Attualmente, la situazione si & modificata e la probabilitd costituird una par-
te dei programmi di matematica delle scuole medie e sara un corso obbligatorio
per il conseguimento della laurea in matematica.

To penso che uno dei motivi per cui tanti studenti della scuola media sono di-
samorati allo studio della matematica & che spesso non vedono alecun collegamen-
to tra tale disciplina e quello che osservano. E molto importante a mio parere ri-
stabilire questo collegamento. Far rientrare questa disciplina nella matematica
che si insegna a tutti i livelli, contribuird anche ad avvicinare la matematica al
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senso comune, se € vero che le questioni pit importanti della vita sono proble-
mi di calcolo delle probabilita, come affermava Laplace.

La matematica della certezza costituisce uno schema di grandissimo valore
conoscitivo, ma quella sua parte costituita dalla probabilita risponde ai pid fre-
quenti problemi della vita.
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Summary

A conference presented to high school teachers is exposed. Two examples are given of
how to solve mathematical problems by the use of probabilistic methods and a short
course of probability and inferential statistics for kigh school students is proposed.
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