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RoBERTO LA Scarna (%)

Basi di Grobner e leggi di raddrizzamento
per le bitabelle di Young (**)

1 - Introduzione

La teoria delle basi di Grobner sta progressivamente rivelandosi non solo
uno strumento efficiente per P'algebra computazionale ma anche un sistema di
nozioni e metodi generali adatti ad unificare diverse teorie costruttive per alge-
bre di tipo polinomiale. Liavorando in questa prospettiva Sturmfels e White [10]
hanno recentemente riconosciuto come il fondamentale algoritmo di raddrizza-
mento per l'algebra delle bracket possa essere vantaggiosamente interpretato
nell’ambito della pili generale teoria delle basi di Grébner. Piu precisamente, le
identita di Pliicker risultano essere una base di Grobner per I'ideale delle identi-
ta polinomiali soddisfatte dalle bracket e 'algoritmo di raddrizzamento non & al-
tro che la procedura di riduzione a forma normale rispetto a tale base di
Groébner.

E ben noto che Palgebra delle bracket pud essere vista come l'algebra gene-
rata dai minori di ordine massimo di una matrice rettangolare a termini generici
e che, d’altra parte, algoritmi di raddrizzamento sono noti per il caso pilt genera-
le dell’algebra generata dai minori di ordine qualsiasi. Nella presente nota ci si
propone percid di sviluppare un analogo dello studio di Sturmfels e White che
permetta d’interpretare anche questi algoritmi di raddrizzamento generali nel-
Pambito della teoria delle basi di Grébner.

La base del nostro lavoro & 'idea, dovuta a De Concini, Eisenbud e Procesi
[4], di derivare il teorema di base standard per i bideterminanti (prodotti di mi-
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nori di ordine qualsiasi) dall’analogo teorema per le bracket mediante un proces-
so di deomogeneizzazione. Nella teoria generale delle basi di Grobner & ben noto
infatti che una base di Groébner si deomogenizza ancora in una base di Grobner
purché siano verificate alcune semplici condizioni di compatibilita con lordina-
mento dei termini.

La nota & organizzata come segue. Al numero 2 viene introdotta I'algebra
n+d
_ d
bili indipendenti rispetto all’ideale omogeneo I generato dalla base di Grébner
costituita dai polinomi di raddrizzamento per le tabelle. Notiamo che la definizio-
ne che sari data di tabella come di una forma canonica per i prodotti di coordina-
te pliickeriane differisce da quella usuale di una presentazione qualsiasi di tali
prodotti (commutativi). Come sard chiaro dal contesto, tale scelta & stata moti-
vata dalla volontd di utilizzare la teoria ordinaria delle basi di Grébner.

Sempre al numero 2 & definito il morfismo di deomogeneizzazione ¢ come
un omomorfismo dall’algebra libera A al sottoanello B dei polinomi in

n+d
N = g
Grébner dellideale I si trasforma attraverso ¢ ancora in una base di Grobner

per lideale deomogeneizzato J = (7).

Al numero 3 s’introduce un’algebra B'/J’ isomorfa a B/J al fine di recupera-
re la proprietd di omogeneitd per contenuto delle leggi di raddrizzamento, persa
nel processo di deomogenizzazione. I termini di B’/J’ si rappresentano come ta-
belle doppie.

Infine, nel numero 4 & data un’interpretazione concreta per l'algebra B'/J’.
Essa & isomofa alla letterplace algebra C, cioé 'algebra dei polinomi negli entries
di una generica matrice % X d, secondo la corrispondenza che associa ogni bita-
bella al suo bideterminante. Questo risultato & ottenuto per via geometrica in-
terpretando B/J come l'anello delle coordinate di una componente affine della
varietd di Grassmann,

Per le definizioni relative alla teoria delle basi di Grobner si rimanda all’arti-
colo di Sturmfels e White ed all’articolo espositivo di Buchberger [3].

delle bracket come quoziente dell’anello A dei polinomi in ( ) (d = n) varia-

) — 1 variabili. Un risultato di teoria generale assicura che la base di

2 - Il morfismo di deomogeneizzazione per 'algebra delle bracket

Sia K un campo qualsiasi oppure I'anello degli interi. Siano n e d due interi
n+d
d
un alfabeto linearmente ordinato. Indichiamo con A I'anello dei polinomi nelle

positivi, diciamo d < %, e poniamo N = ( ) — 1. Sia &= {a;, @, ---y Cpsg}
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N +1 variabili algebricamente indipendenti [a;...a;,] con a,eX e
@, <..<a,. Sia ora BcA il sottoanello generato dalle N variabili
[a;, ... a;,] # [@y41 ... Gpeq). Notiamo che P'algebra B & canonicamente un’immagi-
ne omomorfa di A secondo il cosiddetto morfismo di deomogeneizzazione
e A—B

_ 1 se [a; ... 0,1 = [@ysy o CByigl
Plai @l =g 4] altrimenti.

Vogliamo assegnare ora un ideale omogeneo I c A. Al fine di definire un suo
sistema di generatori cominciamo con lordinare parzialmente le variabili
[a;, ... a;,). Diremo allora che [a;, ... a;,] =[a;, ... a;,lse a; S a;, ... 0 S 0. Sara
utile nel seguito avere una presentazione canonica per i termini (prodotti di va-
riabili) di A. Raffiniamo allora < con 'ordinamento lessicografico, poniamo cioé
[a;, a;,] <laj;...q;] se esiste k tale che a; = a;, per h<k e a,<a,.

B comodo indicare i termini di A scrivendo una sotto P'altra le variabili. Dire-
mo allora che un termine si presenta in forma canonica se le sue variabili sono
crescenti dall’alto verso il basso rispetto a <. In tal caso diremo che il termine &
una tabella. Poiché Iordine < & totale possiamo associare una tabella ad ogni
termine di A. Se passiamo all'ordine parziale < otteniamo invece un sottoinsie-
me dei termini. Diremo allora che una tabella & standard se le sue variabili sono
crescenti rispetto a =.

aa
Esempio 1. =38, d=3. [aiaﬂ ¢ una tabella non standard mentre
3

a

[ 1%] & standard.

A Oy

Per brevitd chiameremo wviolazione ogni tabella quadratica non standard.

Abbiamo cosi che le tabelle standard sono tutti e soli i termini non divisibili per
una violazione.

a; ... a;
Definiamo ora la famiglia di generatori dell’ideale I c A. Sia [T] = [alf al.d]
Tttt Yd

una generica violazione ovvero esiste qualche k tale che a;, > a;,. Consideriamo
il seguente polinomio

[0 PR ) (273 ay
1 k-1 k41 d+ 1
71+ Zsgn()| A
Gy - Oy By -+ Ly
La somma & estesa ad ogni combinazione a;, < ... < a, diversa da a; < ... <a;,
, . -
nell’alfabeto {a;,, ..., a;,, o a;,}. Con ay,,, < ... < a,,, abbiamo indicato la

PEIRRAT)
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combinazione complementare di a;, < ... < a;, e sgn (k) & il segno della permuta-
zione

(jl T X )
By oo Bhgar oo hass

Valgono inoltre le seguenti convenzioni: se in una tabella formale

[a/il...aik_l ahk“... a’hdﬂ]
Qg v Cl/hkajkﬂ... ajd

uno stesso simbolo compare due volte in una stessa riga allora ad essa non & as-
sociato alecun termine. Se in una riga i simboli non compaiono in modo stretta-
mente crescente da sinistra verso destra allora ad essa & associata la variabile
che si ottiene riserivendo i simboli in questo modo, moltiplicata per il segno della
permutazione utilizzata.

Chiaramente queste convenzioni equivalgono ad aver esteso le variabili di A
a tutte le d-uple in X = {a,, az, ..., @, 4} ed aver aggiunto ad I le identitd di
antisimmetria.

a1 Q405
o O3 Oy
[T] & associato il polinomio formale

Esempio 2. [T] =[ ] Se scegliamo la wiolazione a4 > ag allora a

[%@4“5]_[“1“3“5] [0«1“3014] [alazas]_[aldz%] [alaz%]
Qs Q3 Q4 Gg Gy Oy Q2 Q5 Q4 A3y Qy Q30504 Uy Q5 Oy
. . . a1y Qs Oy g Gy Oy Gp Oy
ovvero il polinomio di A [ ] - [ ] + [ ]
Q20304 Q2 Gy A5 (30405

Al variare della violazione [7'] resta dunque descritto in A un sistema di for-
me quadratiche moniche a coefficienti interi che definiscono I come I'ideale omo-
geneo generato. Questi polinomi si chiamano i polinomi di raddrizzamento per
le tabelle e il loro insieme verra denotato con il simbolo G;. Notiamo che ogni
elemento di G; & pure omogeneo per contenuto nel senso che le tabelle che lo
compongono contengono tutte le stesse lettere ripetute con la stessa molteplici-
ta. Poniamo ora J = ¢(I) e G; = ¢(G;). Poiché 'omomorfismo ¢ & suriettivo abbia-
mo che J & un ideale di B e un sistema di generatori per J & dato da ;. Per co-
me abbiamo definito ¢ & chiaro perd che l'ideale J c B non & omogeneo per grado
e neppure per contenuto.

E ben noto che il quoziente A/I & Valgebra delle bracket o, equivalentemen-
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te, Panello delle coordinate omogenee della varietd di Grassmann Gg-1,n+a-1
immersa in PN mediante immersione pliickeriana. Corrispondentemente B/J
& Panello delle coordinate della componente affine Gy_y ,+a-1— H otte-
nuta sottraendo alla grassmanniana [liperpiano H cPY di equazione
[0y 41 Opsgl=0.

Un risultato fondamentale per 'algebra A/I & che una sua base lineare & data
dai resti (le immagini attraverso A-—>A/I) delle tabelle standard. Sia ora
[T1+ > *+[T;] un generico polinomio di raddrizzamento ove [T'] & la violazione.
Tenuto conto che le tabelle standard sono esattamente i termini non divisibili
per le violazioni nel linguaggio delle basi di Grobner questo risultato significa
che gli elementi G; costituiscono una base di Grobner dell'ideale I = (G) rispetto
ad ogni ordine ammissibile sui termini di A tale che [T'] > [T;] per ogni 1 (cfr.
[10]). Definiamo allora un ordinamento che verifichi queste proprieta.

Ordinate le variabili [a;] = [a;, ... a;,] secondo <, siano

a;

@, i
[S]= [ : ] [Tl1=| i
a; a/ix

Ly

due tabelle di A. Diremo che [S]<[T] se r<s oppure per r=3 se
ay, ... @;, < @;, ... a; nellordine lessicografico cioé esiste k tale che a;, = a;, per
h<kea,<a, nell'ordine dato. Proviamo ora che quest'ordine per i termini di
A soddisfa davvero le proprietd richieste.

Abbiamo che < & moltiplicativo nel senso che, se [T4], [T5] e [T3] sono tre
tabelle e [T,] < [T.), allora la tabella formata dal prodotto [T;][T5] & minore di
quella ottenuta da [T2][Ts]. Infatti, presentati i termini di A come prodotti di po-
tenze invece che come tabelle & facile verificare che l'ordine < coincide esatta-
mente con linverso graduato dell’ordine lessicografico sulle sequenze (di lun-
ghezza N + 1) degli esponenti. E ben noto che questo & un ordinamento ammis-
sibile (fra i pit efficenti) nel senso della teoria delle basi Grdbner.

Abbiamo inoltre che, rispetto allordinamento <, ogni violazione

a:il e @y A
[T1= [ con a;, > a;,

(¢ 7R a;,
& il massimo fra i termini del polinomio di raddrizzamento ad essa associato.
Infatti, tenuto econto che g; <...<@;<a;<..<Q risulta che
la;, ... a;,] > @4 ... 0y Gy, - Oy, qualunque sia a;,,, < ... < @,,, una combi-
nazione diversa da a;, < ... < a;, nell'alfabeto {aj,, < @55 4o a;,}-
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Proviamo finalmente che anche §; = ¢(G;) & una base di Grébner. Pit preci-
samente abbiamo

Teorema 1. La famiglia G; é una base di Gribner dell’ideale J rispetto
all’ordine indotto da < sui termini del sottoamello B.

La dimostrazione segue da alcune osservazioni sulla variabile [@n 410y gl
e dal seguente risultato di teoria generale.

Lemma. Sia K[Xi, ..., Xy, 1] un anello di polinomi munito di un ordine
ammissibile sui suot termini. Per i termini del sottoamello KX, ..., Xyl st
consideri Uordinamento indotto. Sia ¢: K[X,, ..., Xv+1l—= KXy, ..., Xy1 lo-
momorfismo suriettivo cosi definito

1 se t=N+1

pXy) = X;  altrimenti.

Siaorafy, ..., fre K[X, ..., Xy 1] una famiglic di polinomi monici ed omoge-
net. Siponga I = (fy, ..., f)y e J = o) = (p(£), ..., o(£)). Indicato poi, per ogni
b con Li(f;) il massimo fra i termini che occorrono in f; rispetto all’'ordine dato,
supponiamo che Ltp(f;) = o(Lt(f)).

Allora, se {f1, ..., f;} & una base di Grébner di I, {o(f1), ..., o(£,)} & una ba-
se di Grobner di J.

Dimostrazione. Sia f'eJ, f' ridotto cioé ogni termine di f’ non & divisi-
bile da nessuna Lig(f;). Dobbiamo provare f' = 0.

Poiché Tideale 7 & omogeneo e J = o) esiste fel, f omogeneo tale che
¢(f) =f'. Proviamo che anche f & ridotto rispetto alle Lt(f). Supponiamo per
assurdo che qualche termine w di f sia divisibile da qualche Li(f;). Poiché fe
omogeneo il termine ¢(u) ha necessariamente coefficiente diverso da zero in
o(f) =f'. Ma da Lt(f;)|u segue chiaramente o(Li(f,))|o(x) ovvero Lto(f) | ow)
e cio & impossibile in quanto f' & ridotto.

Essendo fe I, f ridotto abbiamo f=0 in quanto {f, ..., -} & una base di
Grobner di I e quindi f' = o(f) = 0. Notiamo esplicitamente che essendo monici i

polinomi f; il teorema & vero anche per K = Z.
Proviamo ora il Teorema 1.

Dimostrazione. Sia F =[T]+ X =[T;] un generico elemento di Gy ove
[T'] & la violazione. Per poter applicare il Lemma dobbiamo solo verificare che
¢[T] & pit grande di ogni altro termine ¢[T;] di o(F)e €.
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Osserviamo che la variabile [a, . ; ... a, + 4] non divide la violazione [T']. Infat-
ti [@p4+1... 0,4 4] & la variabile pii grande nell’ordine parziale < e quindi ogni
coppia di variabili che la contenga & necessariamente una tabella standard. Ma
per definizione [T'] & invece un termine quadratico non standard. Per come ab-
biamo definito ¢ & chiaro allora che o[T] = [T1].

Distinguiamo ora due casi. Se [, ;... , 4] non divide neppure [7%;] allora
banalmente ¢[7'] = [T] > [T;] = o[T;]. Altrimenti o[7] ha grado pill basso di [T;]
ovvero di [T'] = ¢[T'] e quindi ancora ¢[T'] > ¢[T;] in quanto ordine dato sui ter-
mini raffina quello del grado.

Osserviamo che nel corso della dimostrazione si & provato che ¢[T'] = [T] per
ogni violazione [T'] ovvero che i termini di testa (piti grandi nellordine) dei poli-
nomi nella base di Grobner G; di J sono ancora le violazioni. Tenuto conto che
una base dello spazio B/J & data dai termini non multipli dei termini di testa di
una base di Grobner di J abbiamo allora il seguente

Corollario 1. Una base lineare dell’algebra quoziente B/J ¢ data dai re-
sti delle tabelle standard di B. Ne segue che se [T] & una tabella qualsiast di
BcAe 2 n;[T1¢ la forma normale rispetto a G; allora la forma normale di [T]
rispetto a Gy é 2 n; o[ T;] owvero si ottiene semplicemente cancellando nelle ta-
belle [T;] la variabile [a, ;... 0, 4]

) ay
Esempio 8. n=2,d=2.8ia[T]= [%03} una tabella di B. In A/I la sua
forma normale & s Oy

Oplg | = | G20y U2 Oy

(1047 11037 [%%J
Lasayl  Lasayl Qs 0y

[0y (alas' ay ay
indiin B 3 = - .
e quindi in B/J sara ocgagJ abzcu;J [0«2@4]
L ayay N

3 - Dalle tabelle alle bitabelle

Abbiamo visto che i polinomi di raddrizzamento per le tabelle sono omogenei
rispetto al contenuto. £ chiaro perd che una volta cancellata la variabile
[@y +1... @y 4 a] per i polinomi di G, questa proprietd si perde. Attraverso un op-
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portuno cambiamento di notazione per le variabili di B e quindi una nuova nozio-
ne di contenuto & possibile tuttavia ripristinare 'omogeneita.

Siano allora £ = {ai, @z, ..., a,} € = {by, ba, ..., bg} due alfabeti disgiunti
linearmente ordinati. Indichiamo con B’ Panello dei polinomi nelle N variabili al-
gebricamente indipendenti (a;, ... a;,|b;, ... b;) con a;, € £, bj, e P e a; < ... <0,
b;, < ... <b; per k=1,2, ..., d. Consideriamo la biiezione u: X —£U &

a;ef per 1sisn
w(a;) .
bj_,€® perntl<isn+d.
B dato allora il seguente isomorfismo di algebre & B— B’
& [ail aid] d (ai‘ aik|bj, b];_)

ove a; < ... < @y, sono tutte le lettere di [a, ... a;,] che appartengono ad £ (iden-
tificato con % 1 (£) e b < ... <b;, & il complementare in & della sequenza

Sia ora [T] una tabella di B. E chiaro che 'immagine di [T'] attraverso & si
presenterd con una notazione del tipo

(U|V)=( ;

a’i,. bj

a cui daremo il nome di bitabelle in quanto intenderemo distinte la tabella
al:l A

U= ( : ) a sinistra da quella V= () a destra. Il contenuto di una bita-
i, b,

bella (U|V) di B’ sara allora la coppia data dal contenuto di U e da quello

di V.

a1a3] = (ala?"bl bz). II contenuto della
Qg

Q2 0y by
bitabella & il seguente: a sinistra intervengono con molteplicitd uno le lettere a,,
Gz, ag. A destra abbiamo una volta b; e due volte b,.

Esempio 4. n=3, d=2. E[

Poniamo ora J' = £(J) e G, = &(G,). Gli elementi di G, si chiamano i polino-
mi di raddrizzamento per le bitabelle. Abbiamo la
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Proposizione. I polinomi di raddrizzamento per le bitabelle sono tutti
omogenel per contenuto.

Dimostrazione. Sia [T]+ 2 =[T;] un elemento qualsiasi di G;. Poniamo
per semplicitd (U|V) = &I[T] e (U;|V;) = £[T;]. Dobbiamo provare che ogni
(U;|Vy) ha lo stesso contenuto di (U]V).

Abbiamo visto che la variabile [a,, , ;... @, ; 4] non pud comparire nella viola-
zione [T]. Se non compare neppure in nessuna [7;] allora la tesi segue
banalmente.

Facciamo invece il caso che

m=[? 1 ma- [50]  enle)=la1 0
e B, v le sequenze di lettere effettivamente scambiate. Da come abbiamo definito
i polinomi di raddrizzamento segue che le lettere di y sono pili piccole di quelle
di 8. Tenuto conto che a,, 1, ..., @, + 4 Sono le ultime d lettere disponibili nell’or-
dine e che non ci sono ripetizioni nella riga [yé] abbiamo allora che le lettere di y
sono pia piccole anche di quelle di 6 e dunque appartengono tutte ad
{ay, ..., a,}.

Indichiamo invece con o' e «" le intersezioni di « con gli alfabeti {a;, ..., a,} e
{@y+15 ..y Gy 4 g} rispettivamente. A meno d’identificare questa partizione di &
con £U & mediante la biiezione % abbiamo

;T AVE
v =(* l(“oﬁ_) ) e WiV) =yl
ove con * abbiamo indicato I'operazione di passaggio alla combinazione comple-
mentare in &. Poiché non ci sono ripetizioni nelle righe [8] e [«8] abbiamo che
¢*=pf e a" & contenuto in ¢ come insieme. Ne segue che davvero (U|V) e (U;|V;)
hanno lo stesso contenuto.

Riassumendo i risultati trovati per B/J ed estendendoli all’algebra B'/J' me-
diante Pisomorfismo &, dalla precedente Proposizione segue immediatamente

Corollario 2. Ogni bitabelle (U|V)eB'/J' si pud espandere in modo
umico in una combinazione lineare a coefficienti interi (U|V) = 2 n;(U;|V;) con
(U;|V;) standard. Inoltre tutte le bitabelle (U; | V;) hanno lo stesso contenuto di
u\|v.

Notiamo che, solo apparentemente, questo risultato differisce da analoghe
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asserzioni (cfr. per es. [5]) per quanto riguarda la nozione di standardita. Noi in-
fatti abbiamo inteso che una bitabella (U|V) & standard se tale & la tabella ret-
tangolare che gli corrisponde attraverso £ Generalmente invece (U|V) si dice
standard se sono standard entrambe le tabelle U e V. Come osservato in [4] perd
queste definizioni coincidono a meno dell'operazione puramente formale di pen-
sare l'alfabeto & (disgiunto da £) con Iordinamento dei suoi elementi invertito.
Cio dipende essenzialmente dal fatto che & monotona decrescente la corrispon-
denza che associa ad ogni combinazione b, < ... <b; di & la combinazione
b; <...<b;, ad essa complementare.

(110/2“4]_ At-

Uz Q5 Qg
a1 Qg by by
()

Esempio 5. n =38, d =38. Consideriamo la tabella standard [

traverso Iisomorfismo ¢ essa corrisponde alla bitabella ) che non

& standard a destra (b, > b;). Se perd invertiamo l'ordine su & = {b;, by, b3} la

bitabella diventa (Z;aelbl b

) che & standard.
bs

4 - Bitabelle e bideterminanti

Facciamo vedere ora che le bitabelle nel quoziente B'/J' ammettono un’in-
terpretazione concreta come prodotti di determinanti estratti da una matrice
d’indeterminate. Questo ci permetterd di collegare e confrontare i nostri risulta-
ti con quelli ottenibili direttamente per i bideterminanti standard.

Ricordiamo che £ = {a4, as, ..., a,} € = {b1, by, ..., by} sono due alfabeti
disgiunti linearmente ordinati. Consideriamo allora C I'anello dei polinomi nelle
n X d variabili indipendenti (a; |b;) con a; € £ e b; e &. Notiamo subito che C & un
sottoanello di B'. Abbiamo pure che C & un’immagine omomorfa di B’ secondo
Pomomorfismo di algebre ¢': B'—C

(&2‘1 l bj‘) cee (ail I bjk)

¢ (ay, ... a;, |b;, ... b;) = sgn (b) det :
(aik l b]x) . (a,ik | b]k)

ove sgn (b) & per definizione il segno della combinazione b; < ... < b;, di . Chia-
ramente la ¢’ & suriettiva in quanto coincide, a meno di un segno, con lidentita
sulle variabili (a;|b;) che generano C. Generalmente l'anello C viene chiamato la
letterplace algebra sull'alfabeto £ delle lettere e alfabeto & dei posti. Si dicono
invece bideterminanti le immagini attraverso ¢' dei termini di B’ cio& le imma-
gini delle bitabelle.
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Poniamo ora L'= ker¢’. Abbiamo il fondamentale

Teorema 2. Risulta J' =L’ ovvero lalgebra B'/J' é isomorfa a C me-
diante lisomorfismo indotto da ¢'.

Dimostrazione. Posto ¢ =¢'¢ ed L =ker¢ =&¢"1(L') dobbiamo provare
che J = L. Riguardiamo le algebre C e B come gli anelli di coordinate degli spazi
affini A" e AN ed A come I'anello delle coordinate omogenee di P . Il morfismo
di deomogeneizzazione ¢: A — B corrisponde allora all’immersione canonica
j: AY — P¥ che ha per immagine PY¥ — H ove H & Yiperpiano di equazione
[@y +1... @y + 4] = 0. Indichiamo con X c AV la varietd isomorfa, attraverso j, alla
componente affine G;_; , . 4-1 — H della grassmanniana. E ben noto che 7 & I'i-
deale omogeneo associato alla varietd proiettiva G4_1 , 4 ciod l'ideale gene-
rato dai polinomi omogenei di A che valgono zero su Gy ,+4-1. Abbiamo allo-
ra che J = ¢(J) & I'ideale dei polinomi di B che si annullano su X. Indichiamo ora
con ¢*: A" — A" Pimmersione chiusa associata all’epimorfismo J: B — C. Se
Y c AV ¢ la varietd immagine di ¢* (quindi Y & isomorfa ad 4™ abbiamo che L &
I'ideale associato ad Y. Per provare che J = L sard sufficiente quindi verificare
Pequazione fra varietd X =Y.

Indicata con » 'immersione composta » = j¢*: 4™ — PV dobbiamo provare
che I'immagine di » (isomorfa a A™) coincide con G, _ 1,n+d-1 — H. Cio segue fa-
cilmente dalle proprieta dell’algebra esterna. Del morfismo » & possibile dare in-
fatti la seguente rappresentazione intrinseca. Sia V e W due spazi vettoriali di
dimensioni # e d rispettivamente e, diciamo, W= (€, - ebd). Posto
U =V & W, identifichiamo A™ con lo spazio V¢ e PV con

P N{(U) = {sottospazi monodimensionali di A?(U)}.

Non é difficile verificare che » coincide allora con la mappa V¢ — P N2(U) defi-
nita da

(/l)l, veey ’Ud)—><?)1 + ebl/\ /\'I)d + de)

ove (v +e, A...Avg+e,) @& il sottospazio generato dal vettore
v+ Ao Avgt e, #= 0.

Ricordiamo che la varietd di Grassmann s’interpreta in P A2(U) come Pinsie-
me dei sottospazi monodimensionali generati dai tensori antisimmetrici decom-
ponibili non nulli, ciog dagli elementi di AY(U) della forma u; A ... A u, con
u; € U linearmente indipendenti. Notiamo inoltre che I'iperpiano H corrisponde
(una volta fissata una base per AS(U)) ad un sommando diretto di
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N W) = (e, A ... Ney) in N(U). Poniamo per brevitd G = G4_1,,+q -1 € indi-
chiamo con (u; A ... A 4g)w la componente di u; A ... Augin ALW). In P N (U)
abbiamo allora che

G - H= {(’M/l/\ /\ud>|uie U e (ul/\ /\ud)W?f 0}.

Proviamo finalmente la tesi cioé che tutti e soli gli elementi di questo insieme
sono del tipo (v; + e, A ... Av;+e,) con v;eV.

Chiaramente ogni (v; +e, A ... Av;+e,)eG—H (la componente di
mte N . Nvg+te, in N(W) & esattamente e, A ... Aegy). Sia ora
{(uy A\ ... \ ug) un generico elemento di G — H. Abbiamo quindi che la componen-
te di g A ... Auy in AY(W) & diversa da zero e cid equivale alla condizione

U=V®(u, ..., ug). Consideriamo la proiezione canonica p: U— W associata
alla somma diretta U=V @ W. E chiaro allora che p induce per restrizione
un isomorfismo p: (U, ..., ug) — W. Se v; + ¢, & la controimmagine di ¢, e W
abbiamo dunque (wy, ..., Ug) = (v, + €, ..., Vg + €,) ovvero (ug A\ ... A\ug)

= <’U1 =+ ebl/\ . /\’l)d + ebd>.

Notiamo che questo non & il solo modo di dimostrare che J' = L'. Infatti un
sistema naturale di generatori per L' & dato dalla famiglia

(ail Ib]l) e (a’il |b]k)

(ail e a.ik | b]l b]h) - 8gn (b) det :
(Cl/ik | b]l) . (a/ik | b]k)

o, equivalentemente, dagli sviluppi di Laplace di questi determinanti. Per I'idea-
le J' abbiamo invece la base di Grébner ;.. Provare J' = L’ significa allora ve-
rificare che ogni polinomio di raddrizzamento si pud ottenere dagli sviluppi di
Laplace e viceversa. In essenza questo é il punto di vista che si pud trovare per
es. in [5]: una base di Grébner per lideale L' & generata a partire dal sistema
degli sviluppi di Laplace.

Lavorare sulle coordinate richiede perd una manipolazione delle formule
combinatorie che costituiscono i sistemi di generatori di questi ideali determi-
nantali. L’approceio seguito in questa nota ed ispirato a [4], cioé quello di lavora-
re sulle varietd, ha il vantaggio di sostituire tutto questo con ragionamenti ele-
mentari nel dominio dell’algebra esterna ovvero basati sulla sola antisimme-
tria.

Notiamo inoltre che le formule di raddrizzamento per le bitabelle presentate
in [5] sono diverse in generale dalle G;- ottenute per deomogeneizzazione delle
formule per le tabelle singole e cid conformemente al fatto che la base di Gréb-
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ner di un ideale non & unica. Di fatto le prime formule, distinguendo il raddrizza-
mento a sinistra da quello a destra, convergono in generale pill lentamente delle
G, allespansione lineare in bitabelle standard.

Esempio 6. n=4, d=4. Consideriamo la bitabella non standard
al Oy l b bz 0y Gy 05 Qg
04203 b b4 02 Q307 Og
na s’inverta l'ordinamento sugli elementi di &= {b;, by, bs, bs}. Applicando la
formula di raddrizzamento per le tabelle si ha

che corrisponde attraverso ¢ alla tabella [ }, non appe-

[0/1&4(15&6] [alagaz—a/s] [a1a3a4a6] [a1a3a4a5] [a1a2asa5]
Oz (3 Q7 Og Qg Gy Q7 Qg Up G5 7 Gg Q2 g Q7 Og (304 Q7 Og

[a1a2a4a6] _ [a’la20’4a5] _ [alazag%] [a1a2a3a5] _ [a1a2a3a4]
(3 Q57 0g 03 Qg Q7 Ug (45 Q7 Qg (g Qg U7 g 5 Qg U g 4

Cancellando la variabile [asa5a;ag] e applicando lidentificazione ¢ abbiamo
allora

a104,0:0 a103,b:6 Q10304 b1 020 Gy 0304, b1 020
(1 4|b;bj) (U;ajlb;bj)_(a; 4' 1 24)+(a; ’ 4| ' 23)

;G by by @z Qg by by by @y Qg 0y by by b3 _ (G Gz0g by by by
_(a'3a4 b3b4) * (a?: b3 )_ (a’3 b4 ) (a4 b3 )

+(a,1a2a3 b1bzb3)

ay by ~ (@) @ 0304 | by by b3 by) .

Osserviamo che questa & gia Pespansione di bitabelle standard. Se applichia-
mo alla bitabella non standard la formula di raddrizzamento a sinistra che si tro-
va in [5] abbiamo invece

(a1a4lb1bz (ala3|blb2 (alaelble) (a2a3a4|b1b2b3)
Qo Qg b3b4 U2 Qy b3b4 Qg by b3 b4
G50y, 0050
(a2 i 4l P — (a,0905.04 | by By b by)
Osserviamo che dal punto di vista dell’applicazione alla teoria delle rappre-
sentazioni & fondamentale la proprietd di allungamento delle forme attraverso
il processo di raddrizzamento. Questa proprietd, che segue immediatamente

dalle formule in [5], si ottiene pure dalle &, e cid & spiegato dettagliatamente
in [4].
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Al fine d'illustrare questo fenomeno riconsideriamo I'esempio precedente. La
Q; Qg I b1 b
05 031Dy by
righe sinistre o destre & (2, 2). Mediante P'applicazione delle G, la bitabella si
raddrizza con bitabelle di forma maggiore o uguale nell’ordine lessicografico.
Precisamente abbiamo le forme (2, 2), (3, 1) e (4).

Notiamo da ultimo che, dallisomorfismo di spazi vettoriali C = B/J si ottiene
che sono biiettivi I'insieme dei termini nelle variabili (a;|b;) con a;e L e bje P e
Iinsieme delle tabelle standard di rango d su X che non contengono la riga
[@y+1-.. 0y g]. Chiaramente questo fatto pud anche essere riguardato come una
conseguenza della corrispondenza di Schensted-Knuth, una volta applicata
'identificazione £, la cui idea pud esser fatta risalire fino a MacMahon (cfr. [8],
p. 64).

forma della bitabella ( ) cioé la sequenza delle lunghezze delle sue
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Summary

The aim of this paper is to prove that the straightening laws for the letterplace alge-
bra’s bideterminants form a Grébner basis for the ideal gemerated by Laplace expan-
sions. Since the bideterminants can be interpretated as products of any order minors
(subdeterminants) of a matriz of indeterminates, these vesults extends those obtained by
Sturmfels and White who proved that Plucker’s identities form a Grobner basis for the
ideal of identities verified only by maximal order minors. The basic idea of our work is
the idea, due to De Concini, Eisenbud and Procesi, that the general case of the minors of
any order can be derived from the case of the Plucker’s coordinates through a dehomoge-
nizing morphism. In fact, it’s well kwown that a Grobner basis dehomogenizes still in a
Gribrer basis provided that certain conditions on term ordering are satisfied.
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