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Sulla maggiorazione esplicita
delle derivate seconde per mezzo dei dati
nel problema biarmonico (**)

Introduzione

E ben noto il classico principio di massimo dovuto a Carlo Miranda. Questo
principio afferma che, se Q & un campo limitato del piano xy con frontiera
2 = 0Q sufficientemente regolare, detta % una soluzione convenientemente rego-
lare dell’equazione biarmonica
3! ot

a4
1) Qoo = —u +2 U+ —u=0
2 ox? dxty?® ay*

. 2
g [y .
siha  max |u| + max |u,| + max |u,| M(rrégx |u] +n(19ax] 3 %))

Miranda dimostra che M & una costante dipendente unicamente dalla geometria
di Q.

In [19] non é indicato come si pervenga al caleolo esplicito di M. In questo la-
voro io mi occupo di una formula di maggiorazione per le soluzioni dell’equazione
(1). In detta formula intervengono norme L? anziché C°(1). Suppongo che ¥ sia

(*) Via San Godenzo 52, 00189 Roma, Italia.
(**) Ricevuto il 1.7.1992. Classificazione AMS 35 B 45.
(*) Diversi autori in relazione ai problemi classici della fisica matematica hanno otte-
nuto formule di maggiorazione di tipo integrale, in particolare con norme L2, ed alcuni di
essi hanno poi da queste dedotto maggiorazioni di tipo puntuale; cfr. [27], [29], [5], [17],
[6], [18], [25], [26], [23], [24], [28], [22], [14], [15], [1]. Non mi consta che siano state prima
considerate formule quali (2), (8) con calcolo esplicito delle costanti di maggiorazione.
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. . . 1 .
una curva regolare semplice chiusa di classe C'*" (b > 5) e considero la se-
guente maggiorazione

1
@ (e tulrultudor2ul, v do dy)? SK(f@ -g-s- w2+ ( g—; u,)?) ds)>.

o =

La (2) ha queste peculiarita: (a) vengono maggiorate per mezzo dei dati anche le
derivate seconde della u; (b) & esplicitamente calcolata la costante K di
maggiorazione.

Con una analisi basata sulla teoria delle equazioni singolari riducibili e sul
metodo degli invarianti ortogonali per il caleolo degli autovalori, la (2) viene ot-
tenuta dalla formula di maggiorazione seguente

2 2]
3) Qf(ufx +2uZ, +ul) d:p dy < Hzgf( a—sux)2 + (-é-guy)z) ds.

La dimostrazione della (3) costituisce il punto pilt delicato della presente ricerca,
specie se come io mi propongo, si vuole ottenere il calcolo esplicito di H. Dal cal-
colo di H & poi facile ottenere quello di K.

E inutile sottolineare linteresse di una formula quale la (3). In effetti, se Q &
la sezione retta di un cilindro elastico in un problema di deformazioni piane e se
si interpreta la « come funzione di Airy relativa a questo problema, la (3) puo
seriversi al modo seguente

3" Je¥ + 20% + oh) dudy < HE[(fE + f5) ds
Q 3

dove ¢ = {o;;} & il tensore degli sforzi ed f = (f;, f;) la forza che agisce sul bordo
laterale del cilindro. E evidente Yinteresse applicativo di una formula quale la
3.

Ho motivo di ritenere che il valore esplicito di H da me ottenuto sia non di-
scosto da quello ottimale. Per esempio nel caso particolare in cui {2 & un campo

circolare di raggio unitario ho potuto calcolare la costante ottimale H = 1/ % i

metodo da me impiegato nel caso di un campo di forma circolare mi ha fornito il
valore H = 2.
1 - Posizione del problema al contorno

Indichiamo con Q un aperto limitato e semplicemente connesso del piano del-
la variabile complessa z = & + iy e con X la sua frontiera. Supponiamo che X sia
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una curva di classe C*** ossia che il vettore normale interna n(z) verifichi
una condizione uniforme di Hoélder su ¥ con esponente h; supponiamo inoltre

1
> =,
che A 5

Indichiamo con C™*#(X) (C™*#(Q)) 1a classe di tutte le funzioni dotate di
derivate fino all’ordine m su X (Q) e tali che la derivata di ordine m verifichi una
condizione di Holder uniforme su X(Q) con un certo esponente k
0<k<l).

Indichiamo inoltre con 4, Poperatore di Laplace e consideriamo P'equazione
biarmonica (1). Poniamo infine UQ) = C2*#(Q) N C*(Q). Consideriamo il pro-
blema: trovare una funzione u(z) tale che

Ue U(Q) Az.{jzu:O in Q

1.1)
U=Go Uy=01 Uy=4G2 su X

essendo gy, g1, go€ C1T#(2) tali che
(1.2) 90 —go(ze) = [(91(QAE+ g2 (O dy) zeX (=EF+1iy

(dove z; & un fissato punto di X' e l'integrale & esteso ad un arco di ¥ descritto nel
verso positivo, e avente come punto iniziale z; e come punto finale z)

(1.3) vf (g1dx + gody) = 0.

Al numero 2 verrd indicata una rappresentazione della soluzione di (1.1).

Nel numero 3 verranno richiamati alcuni risultati concernenti la teoria degli
autovalori.

Al numero 4 verra dimostrato come, rappresentando la soluzione del pro-
blema (1.1) tramite la (2.1) e sfruttando i risultati del numero 3, si possa per-
venire alla dimostrazione della (3), fornendo inoltre un metodo di caleolo per la
costante H. '

Nel numero 5, infine, viene considerato il caso particolare in cui Q & un domi-
nio circolare. In tal caso si ottengono costanti ottimali nella (2) e nella (3).

2 - Teorema di esistenza e unicita

Indichiamo econ HZ(Q) il completamento dello spazio C?(Q) rispetto alla nor-

1
ma flull = ( IZ [ |D*u(z)|?dx dy)® . H?(Q) & uno spazio di Hilbert con il pro-
lz| €20
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dotto scalare (u, v)g 2= | >, [D*u(z)D*v(z) dx dy. Indichiamo con Cj°(Q2) lo
x| <2 0

spazio delle funzioni dotate di derivate di ordine comunque elevato in £ e a sup-
porto compatto contenuto in Q e con H§ () il completamento rispetto alla norma
[l dello spazio Cg ().

Teorema 1. Se ¢ ueH>QNCYQ), e se inolre HAbu=0 in Q,
w=1u,=u,=0, su X, allora =0 in Q.

Per la dimostrazione di questo teorema di unicitd rimandiamo a [11].

Teorema 2. La soluzione del problema (1.1) esiste ed é unica. Tale solu-
zione puod rappresentarsi al modo seguente

@21  wk)= f(al(f) So(z C)-I—,uz(éj) So(z 2)ds; + ¢y + e + ey

essendo ¢, e o, funzioni della classe CH (), ¢y, ¢, s costamti reali e
So(z, 0) = |z — ¢|*log |z — | la soluzione fondamentale dell’equazione biarmo-
nica.

L’unicitd & conseguenza del teorema precedente. Per quanto riguarda l'esi-
stenza, osserviamo che la funzione a secondo membro della (2.1) & dotata in Q di
derivate di ordine comunque elevato e verifica, in Q, I'equazione biarmonica;
inoltre tale funzione appartiene alla classe C2*#(Q) (cfr. [9]). Rimane da verifi-
care che le funzioni ¢, ¢, e le costanti ¢y, ¢;, ¢; possono scegliersi in guisa tale
che siano soddisfatte le condizioni al contorno.

Consideriamo il sistema

Ef (61 (2) aa — 5, §)+¢2(C)a 5 a 85, ) dsy=hy(2) 2eX
(2.2)
G afays(,(z, O+ a0) 5 oz, S0 D dsc= ) zeX.

Osserviamo che gli integrali qui considerati esistono come integrali singolari
(cfr. [8], [20]) e che il sistema (2.2) & di tipo regolare (cfr. [20], p. 417 e per i cal-
coli efr. [9]).
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Consideriamo il sistema omogeneo associato

8 (&, N ds; =0 zeX

‘f (91 (€ a a;a S0z, O) + 0 ()

I 8 o @
2.8)
Sf(qol(C)—— a},a So(z, C)+,92(C)a 303y a So(z, 0)ds; =0 zeX.

Diremo che il vettore ¢(z) = (1 (2), {2 (2)) & una autosoluzione di (2.3) di prima
specie se ¢, e Y, non sono identicamente nulle su ¥ e se

f(da(Z)—So(z C)+wz(z)—So(z ds;=0 VzeR®.

Ogni autosoluzione di (2.3) che non & di prima specie verrad detta di seconda
specie.

In [9] viene dimostrato che nel caso in esame esiste una sola autosoluzione di
prima specie, linearmente indipendente, data dal vettore y° = (§, %), essendo

= £(8) + in(s) una rappresentazione parametrica mediante I'ascissa curvilinea s

della curva X. Indicata inoltre con d la dimensione dello spazio delle autosolu-
zioni della (2.3), si ha 3<d <4 (cfr. [9] p. 71).

Consideriamo ora il sistema omogeneo trasposto

df(,ol(z)a aga ——— S (2, <:)+;o2<5)a 5 a —=— Sz, Nds; =0 zeX
(2.4)
f(,ol(C)a aga =S ySO(z, Ods,=0 zeX.

Diremo che ¢(2) = (1 (2), ¢ (2)) & un’autosoluzione di prima specie per il sistema
(24) se

2.5) f(vl(z)—a— 3 9 S, :)+y2(z) 2 8oz ) ds,=0 VzeRZ2.
3 9

Ogni autosoluzione di (2.4) che non & di prima specie verra detta di seconda
specie.

Si verifica, mediante integrazione per parti, che le coppie (1, 0), (0, 1), (x, %)
sono autosoluzioni di prima specie del sistema (2.4) linearmente indipendenti.
Proviamo che ogni altra autosoluzione di prima specie & loro combinazione
lineare.
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Sia % una funzione della classe Cy*(R?%); risulta

26) W) = == [ dyfyuSy(z, ) dEdy.
875 R?

Dalla (2.5) si deduce
EREl ERES _ -(R?
2.7 Ef (Y1 (2) 35 20 u(2) + ¢n (2) 3 3y w(@)ds =0 VueCyR?).

e cid implica (cfr. [2])
W@ =a+br k) =c+by (a, b, c)eR3.

Vogliamo ora dimostrare che il sistema (2.4) non ammette autosoluzioni di
seconda specie. Supponiamo infatti che ¢(z) sia una autosoluzione di seconda
specie. Consideriamo la funzione

- 9 8 9 9
v2) = [(e1 (@) 35, @ O T ey 5 So(z, 0)) ds; .

Osserviamo che, poiché X & una curva di classe C' **, le funzioni ¢, , p, apparten-
gono allo spazio C*' (X) con b’ > % (cfr. [20]). Cid implica che la funzione v(z) ap-

partiene allo spazio H2(Q) (per la dimostrazione cfr. [4]). Tale funzione & soluzio-
ne del problema

ve HXQ) llv=0 ze0, 9 p=20=0 zex
ox dy

e quindi si ha v(2) =¢, zeQ. Posto u(z) = v(z) — ¢ risulta u(z) =0 per ogni
zeQ.

Sia Dy un disco di raggio R contenente Q. Si ha u € H2(Dg — Q), D*u(z) =0
zeX, |«| <1. Si pud allora costruire una successione {u,} di funzioni tale
che: u, e Cg(R® - Q), lim et — wll2 -~ = 0-

Cio implica lim [\Dw, — D*ullz@p, = 0, || < 1. Si ha quindi

[ (GuPdrdy = lim [ ZAwudpu,dedy
Dp—0 =P pa-Q

- T O = Aol - O = Al
_nlgnmanR(un andgu Azuanun)ds anR(uanAzu Azuanu)ds.
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Facendo tendere R all'infinito e osservando che si ha
w(z) = O(log |z|), Deu@) = 0(|z] ™) |a| =1 |z]|—>

siottiene [ (dyu)?dxdy =0 cioé 4yu = 0, in RZ\ Q. D’altra parte, consideran-
R2-0

do una funzione f(z) e Cy°(Dy), si ha

Judsfdedy= [ udyfdedy
Dy )

Dr-0Q

f(u—sz Azf“‘*u)ds—f(u“——lzf sz—u)d3+ f Sufdedy

3D, Dg -

ciogé Judsfdedy =0 VYfeCy(Dg).
Dp

Dal lemma di Caccioppoli-Weyl (cfr. [16] p. 146) si deduce 4w = 0, 2z € Dg. Pos-
siamo quindi concludere che essendo %(z) una funzione armonica, e quindi anali-
tica, in tutto il piano e nulla in Q essa & nulla in tutto R%. Si ha quindi ) = ¢
Vz e R%. Possiamo dunque affermare che

2.8 —p=--p=0 VzeR?.

Rappresentando una funzione della classe Cy°(R?) tramite la (2.7), dalle (2.8) si
deduce

2
Je4 %—u(:) taOE ’a?é“ w(@) ds =

2.9)

f(% (5) ———u() + qoz(c:’)— ——u(C)) ds =

ds 368

per ogni u e Cy° (RZ)

Ponendo f(2) = dalla prima delle (2.9) si deduce la (2.7); cid implica che

35
(91, 92) & una autosoluzione di prima specie e cid & assurdo. Il sistema (2.2) ha
quindi soluzione per ogni coppia di termini noti ortogonali alle coppie (1, 0),
0, 1), (x, y). Esiste, quindi, una soluzione (o1, @) € CE(Z) X CH(Z) del sistema

8
(2.2) quando si ponga k; = y Ry = , essendo le predette condizioni di orto-

as
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gonalita certamente soddisfatte (cfr. (1.3)). Posto

up(2) = f(ol(:) So(z 0+ oo ) So(z ) ds;,

dove (g,, ¢2) sono le funzioni cosi ottenute, consideriamo il seguente sistema
algebrico

Uy (29) + axy + byo + ¢ = go(20)

Suy (25) Qug (29)
___%x_o +a = g;(2) gyo + b= ga(2p).

.,a@uo_c?m aauo_agz. g
Poiché % ow 95’ 35 0y aS,s1h m +a—gl(z), 3 4+ b=g,(2),

Vz € ¥. Quindi, tenendo conto delle (1.2), si ha
Uy () + ax + by + ¢ = go(ze) + [(grdx + g2dy) = go(2) VzelX.

11 teorema & cosi completamente dimostrato.

Indicato con x Pindice del sistema (2.3) si ha y = 0 (cfr. [9] p. 60); cio implica
che gli autoinsiemi dei sistemi (2.3), (2.4) hanno la stessa dimensione; deve quin-
di essere d = 3. Da cid segue che il sistema (2.3) ammette due autosoluzioni di
seconda specie.

Osserviamo che, dette y® = ({0, ¥), @ = (+?, v¥) le autosoluzioni di se-
conda specie di (2.3), si ha

f(y("’(C)——So (2 &) + ¥ (C)-—So(z, ) ds, = ¢ + cfw + cfy

2eQ, k=12 ¥, c®, ) eR5.

3 - Richiami ed osservazioni sulla teoria degli autovalori

Sia T un operatore compatto, positivo (un operatore T & positivo se
(Tx, x) = 0 per ogni x = 0) ed autoaggiunto (PCO) di uno spazio di Hilbert S in
sé. Siano w; = up=...= = ... 1 suoi autovalori. Vogliamo costruire due
successioni {3’} e {of’} che approssimino per difetto e per eccesso l'auto-
valore y;.

Risolviamo dapprima il problema dell’approssimazione per difetto di v, me-
diante il metodo di Rayleigh-Ritz.
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Consideriamo un sistema completo di vettori {w;} nello spazio S; denotiamo
con W, il sottospazio di S generato dai primi v vettori e con P, la proiezione di S
su W,. Si ha

Teorema 3. Gli autovalori dell’operatore P, TP, sono le vadici dell’equazione
8.1) det (Tw;, w;) — Mw;, w;))) =0 4,7=1,...,v

pin Vautovalore ) = 0. Indicate con 2P = 2§ = ... = ) tali radici, per ogni fis-
sato k e per ogni v=k st ha

(3.2) W<y lim 2P = .

(Per la dimostrazione di questo teorema e dei teoremi 4 e 5 cfr. [10], [13]).

Per quanto riguarda invece 'approssimazione per eccesso di y, utilizziamo la
teoria degli invarianti ortogonali. Indichiamo con S ed S’ due spazi di Hilbert e
con U una congruenza di S e S’ cioé un operatore unitario. Sia f una funzione de-
finita su ogni PCO di un qualunque spazio di Hilbert. Diremo che f & un inva-
riante ortogonale se f(T') = f(U*TU) VU operatore unitario. Si dimostra che
condizione necessaria e sufficiente affinché f(T') sia un invariante ortogonale &
che esso dipenda unicamente dagli autovalori di T.

Diremo che il PCO T appartiene alla classe G se kE wi < + o; poniamo in
-] =1
tal caso 9 *(T) = 2, ut. 9 "(T) & un invariante ortogonale di 7 ed & una fun-
k=1

zione continua di 7T rispetto alla convergenza uniforme.
Sia {w;} un sistema di vettori ortonormale oltre che completo; sussiste il se-
guente teorema che risolve il problema da noi considerato:

Teorema 4. Supponiamo TeB". Se 3P =2 = ... 2 1Y sono le radici
della (3.1),

1
posto o = (T "(T)— " (PyTP,) + Oy " si ha
(3.3) Pzl TV =y, vlirrgc e = .

Supponiamo ora che S = L2(4, p) ciog S sia lo spazio di Hilbert (reale) costi-
tuito dalle funzioni che in A hanno modulo di quadrato sommabile rispetto alla
misura positiva u. Cio non é restrittivo poiché ogni spazio di Hilbert separabile &
congruente ad uno spazio L2 (4, w). Sussiste il seguente teorema che caratterizza
i PCO della classe 6" -
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Teorema 5. Un operatore T nello spazio L*(4, 1) appartiene alla classe
B" se e solo se ammette lo rappresentazione integrale

Thy = Af Kz, o) w(y) du,

essendo K(x, y) = [H(z, ) HE, y) du,
A

ed H(x, y) un nucleo simmetrico appartenente allo spazio L*(A X A, u X ).

Possiamo a questo punto dare all'invariante 9" una espressione integrale

34) g (T) =AfK(x, ) duy =AfAf | H, ) |* A Ay -

Sia ora T' un operatore compatto ed autoaggiunto di S in sé (non necessaria-
mente positivo) e tale che il PCO T'? appartenga alla classe B". Supponiamo di
dover determinare

(T, )

A= su _
cesTor P

Si considera la soluzione A di (38.1) e si pone (cfr. [3])

1
o = (7MTY) — TBTPE) + 09" 7= Ve

Risulta WPty 2y, lim = lim y, = 4.

Supponiamo sempre che T sia un operatore compatto ed autoaggiunto. Se T ha
almeno & autovalori negativi (contati con la loro molteplicitd) poniamo w; uguale
al k-esimo autovalore negativo, altrimenti poniamo y; = 0. Vogliamo costruire
due successioni approssimanti w, per eccesso e per difetto.

Fissati ¢, ..., {1 € S, poniamo

U={ueS-{0}|&t)=0, i=1,..,k-1}.

Teorema 6. Si ha

Py = max Sa(tly sy tk—l)

ST

do alt f )= inf (Tu, u)
eSSenao « y veny U = 1n
! k=177 U T
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Se w; & autovalore si ha Tu= Z i (U Up) Up, + E 2i(u, v)v; dove
h=1

w S ... Sy e A=y Vi in questo caso si har ay,, ..., uk_l) = yy.
Se p; non @& autovalore si possono presentare due alternative:

p ©
Tu = }Zl,uh (u, wy) uy, + .21 A, v)v;  w, <0, A4 =0, 1<p<k oppure
L= 1=

Tu = 2 A (u, u;)u;, A; = 0. Nel primo caso si ha a(uy, ..., Up, ..., Up) =0 e nel
i=1

secondo caso si ha (x(0, ..., 0) = 0. In tutti i casi, quindi, esiste (¢,, ..., t;,-1) tale

che alt;, ..., ts_1) =u;. Mostriamo ora che V(,...,%-4), si ha

oty ooy bpmy) S ‘uk Se w; & autovalore si possono scegliere i coefficienti ¢; in mo-

k

do tale che E ¢u;, t)=0 i=1,..,k—1 X |¢|*=1; posto allora
=1

U= E ¢;uj, si ha (Tu, u) = Z cPu; < py ciod alty, ..., ty_y) < . Se pwy, non @

autovalore si possono sceghere i coefficienti c; analogamente a prima e in modo
2% -1 2k~ 1

tale che, posto u = 2, ¢;v;, si ha: (Tu, u) = > c]-2 Aj < X, (abbiamo ordinato la
i=k ik

successione {2;} in modo tale che risulti non crescente). Poiché klim M =0, si ha
a(tl, ey tk—l) < 0.

Teorema 7. Sia T un operatore compatto ed autoaggiunto. Indicate con
pP <uP < ... <y le radici di (8.1) si ha

) =
32 =, ol )
Tu, u .
essendo o«,(ty, ..., ty—1) = g Inoltre lim p = .

wnv JulP

La (8.5) si dimostra usando tecniche ormai classiche (cfr. [7] p. 239).
Verificheremo che lim uf’ = w,. Poniamo

V={ueS—{0} @ Pt)=0, i=1, ..., k—1}.

Tu, T - P,TP)u, P.TP,u,
Siha = inf———————(uzb)=inf[(( 2)“ w z”‘)]
ueV ] ueV [loel] [l

(P, TP,u, u)

P

. (,TP,u,u) _ i (P,TP,u, u)
D’ altra parte inf ——— ———
ueV ”ullz ueVPu¢0

= —|T-P,TP,|| + in%
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Infatti se Vu e V risulta (P, TP,u, ) = 0 allora i due estremi inferiori sono nulli.

. . . (P,TP,u, u) (P,TP,u, w)
Altrimenti Vu e V tale che (P,TP,u, %) <0 si ha =

ed anche ”uHZ ”Pvullz
(P,TP,u, u) . (P,TP,u, u) . (P, TP,u, u)
inf —————== in > inf
N A T S

Si ha inoltre

Tw,w) . P, TPuw) . (P,TP,u,u)

ot (b ey b)) = L Jain —————-“unz = jmin, T R T

In definitiva si ottiene = —||T — P,TP,| + u.

D’altra parte & evidente che «,(;, ..., t_1) = alty, ..., t_;) e quindi che
uf) = . Allora 0 < ) — w, < | T — P,TP,|. Poiche P, TP, converge in norma a
T si ha la tesi.

Vogliamo ora costruire una successione approssimante y, per difetto.

Teorema 8. Supponiamo T?e G". Poniamo
1
o =(TTH — TP, TP + (u)*) ™" .
Si ha o) =Y, ylin}c(— ) = .

Dal Teorema 7 e dal fatto che P,TP, converge in norma a T si deduce
lim —of” = ;. Dobbiamo verificare la monotonia di ¢’ e ciod che per v=k

V> 00
si ha
v+ 1

zv (U'gv))Zn < (#;v+1))2n.
h=1h=k h=1 bk

Supponiamo che esista un intero p tale che
(3.6) lspsv-~1 ug“)$...$#§;’)<0$#§;’)ﬂg...$(J..(,").

; y+1 ~ v+ 1 : ) v+ 1 v+ 1
Si ha PtV <spf?, ..., pl < ) ‘u(p’)ﬂ < (.L},’Jrz), ey P S 0D

Selsk<p+1siha

r v+1
([ug/))Zn < Z (#5; + 1))2n + l Z+ 2(‘“5: + 1))211 .
h=p

h=1,h=k h=1Lh=k
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Se k=p+2 di ha p*P=20 e quindi (uf )" < (ul1)%. Si ottiene allora

v p k v+ 1 v+1
2 (S 2t 2 (TP D (s 2 (et
h=1,h#=k h=1 h=p+2 h=k+2 h=1h=k

In modo analogo si dimostra il caso in cui non sussiste la (3.6), ossia 1 uf sono

tutti negativi o tutti non negativi.

4 - Dimostrazione delle formule di maggiorazione (2) e (3) e calcolo delle relative

costanti

Ci proponiamo ora di dimostrare la (2) assumendo che % sia una funzione
biarmonica di U(Q). Inizialmente verra dimostrato che per determinare una co-
stante K per la quale sussiste la (2) & sufficiente determinare una costante H che
verifichi la disuguaglianza (3).

Teorema 9. Indichiamo con R il raggio di un disco chiuso conte-
nente O al suo interno e con C? Uinverso del pin piccolo autovalore del

problema dv—2v=0 2eQ —a%v =0 zel. Posto H,=22R%*+1)CE,
Hy,=R +4@2R?+ 1)|X| Q]! si ha K = max[H(H, + 1), Hy].

Osserviamo che per il calcolo della costante CZ si pud applicare al problema
Lv—-2w=0zel -a@h— v =0 z € ¥ il metodo degli invarianti ortogonali (cfr. [12])
esposto nel paragrafo precedente. E quindi noto un metodo di caleolo per C;.

Si ha

(4.1) 1fl2@ < Cillgrad flley  Vfe CH(Q) tale che fo(z) dzdy =0.
Dalla (4.1) segue la disuguaglianza

1
L S Cl(l |Z 2”D“w”%2<0>)2
af =

4.2) |lgrad w

Yw e C%(@) e verificante le seguenti condizioni

(4.3) Jw,@)dedy = [w,(z)dxdy = 0.
Q Q
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Sia u(z) una funzione di C*(Q). Si pud porre w(z) = u(z) — ax — by essendo

= Tél—pfu@(z)dxdy = Té—l—of (z)dx dy.

La funzione w(z) verifica le (4.3). Si ha quindi:
44 lerad e < 2012(1 IEZZHD“uH%z«») + 4|20 ulf .

Sia Dy, un disco chiuso di raggio B (si puod porre R = diametro di £2) contenente
Q. Dalla formula di Green

fwg—%ds = [whvdedy + [ gradw gradvda dy
B a Q

ponendo w =u?, v= = |z|?, si ottiene

1
2

m|;:u .

4.5) fuldedy < f ds+R(fu dxdy) (flgradul dedy)® .
Q s

Poniamo
1 R 1 1
a = (fuldedy)? b=1/5(fu2ds)2 ¢=R([ |gradu|?dzdy)? .
Q x Q

Dalla (4.5) si deduce a® < b%+ ac il che implica ¢ <b + c.
La funzione u verifica quindi la seguente disuguaglianza (cfr. [16] cap. 4)

) ol < B s + Blleradulyoy.

Dalle (4.4), (4.6) si ottiene

Qf(uz +uf +uy)drdy <H1f(um + 2uZ, +ul) dedy +H2fu2ds

avendo posto H; = 2R? + 1)2CF H, =R + 42R*+ 1)|X| |Q]| .

Ponendo allora K = max[H(H, + 1), H,], dalla (3) si deduce la (2).

Introduciamo lo spazio S = L2(X) x L2(2); gli elementi di S saranno indicati
con ¢(z) = (p1(2), 92 (2)) essendo ¢, (2) e @, (2) funzioni di L2(X). Possiamo defini-
re in S un prodotto scalare, che indicheremo con [,], al modo seguente
[, ¢1 = (o1, ¢1) + (2, ¢»), dove (,) denota il prodotto scalare in L2(Z). La nor-
ma introdotta dal prodotto scalare [,] verra indicata con || ||, mentre ||| indica
la norma dello spazio L2(X). S risulta essere uno spazio di Hilbert.
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Teorema 10. Rappresentando la soluzione del problema (1.1) mediante
la (2.1) si ottiene

Qf (ug, + 2ul, + ul) de dy = [To, ¢

4.7 ) 3
JCE w4 (2 ds = o, 51+ 42l

¥ ds
essendo T ed L operatori compatti ed autoaggiunti dello spazio S in sé.

Rappresentiamo la soluzione del problema (1.1) tramite la (2.1); si ottiene

(4.8) éf(uch +2ub, +ug)dedy = (o1, Juer) + 2pr, Jias) + (22, Jas 92), dove

4.9) J@'@ =!~’P(C) Kij (=, O ng
e le K;; sono date da

Ky(w, {) = f( So(z, w) So(z )+ —— a So(z w) So(z )

a Sy (2, 'w) So(z, 0) de dy

_ o &8 P 4
Kz (w, ) —Qf(agso(z, w) 5223y So(z, O) + a P 550 (2, w) SO(z 9)

(4.10)
+2 So(z w) So (2, £)) dz dy
8.76
Ko (w, ¢) = f(— S, 2, w) SO (2, ©) + So(z w) So(z 4]
+2 SO (z, w) So(z 0) dzdy.

I nueclei K;;, Kyp, Kyp sono funzioni continue per z # 4, (2, £) e ¥ X X e hanno
per z = { una singolaritd logaritmica. Gli operatori Jy;, Jiz, J32 sono quindi ope-
ratori compatti di L2(2) in sé. Essendo inoltre K;;, Ky, funzioni simmetriche, gli
operatori Jy;, Jg risultano essere autoaggiunti.

Dal momento che le funzioni :9% U, € % U, si rappresentano tramite integrali
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singolari, si ottiene (efr. [8]), per il secondo membro della 3)

O, 28,y
Sf(( 35 1) + (55 %)) ds

(4.11)
= (91, Riyg1) + 2001, Riage) + (92, Rozp2) + 47 (| [P + [l 02 ®) dove
(4.12) Rijo = J (@) Hij(w, O ds;
e le H;; sono date da
a @-2F 5 @—af
Hy (G w - ds,
u (G ) = |z —¢|? 95 |z —w|?
o9 w—y—-n g @—ay—§H
+4f = v ds;
sf s, |z—¢]* O |z—w|?
Cl e log |z —wl|ds,
(x—a)2 9 o (@—¢&y
92 - T —w| 2 d
+4f( IOg‘Z Z' asz Iz |2 882 w' asz lz _—Z-lg) S,

9 @-8 5 (x—o)y—p
. |z — ¢|® 3s, |z —w|?

Hp G w) = 4f(

8 (Y—p 9 @-Hy—n

4.13
1 3 a—wl o5 |z tf

) ds,

g @=&(y—mn
lasz |z—¢|2 )85,

o @—a)y—p)
ds, |z—w|? 3

9 -1 8 (y—pr
Hyp (G w) = 4f:9}: |z — |2 a_Sz |z~w|2d

9 @—y-n 5 @—oa)ly— ﬁ)

+4
fasz |z —¢)? 3, |z-wl|?

4

w|ds,

+4f(— log |z —
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Si ha

(4.14) Hyz 0) = 0(——) 4 j=1,2.
| 2 — Cll h
Tali nuclei sono quindi dotati di singolarita deboli su X e di conseguenza gli
operatori By, Rz, Ry sono operatori compatti di L2(¥) in sé. Gli operatori Ry,
Ry sono anche autoaggiunti; cid segue dal fatto che le funzioni Hy;, Hy, sono
simmetriche.
Definiamo in S gli operatori

T(p) = (Ju (p1) + J12(p2), JE (1) + Jo2(p2)
L(p) = (Ry1 (p1) + Ria(02), Ris (1) + Roy (02))

essendo Jyy, Jig, Jaz, Ri1, Rz, Re gli operatori dati dalle (4.9), (4.12) e J3, R
gli operatori aggiunti di Jy;, R;,. Verifichiamo che tali operatori sono com-
patti.

Consideriamo una successione {¢"} dello spazio S convergente debolmente
ad un elemento ¢ di S. Ricordando che Jy;, Jiz, J3 sono operatori compatti,
si ha

lim [|To" — To||*< 2 n]i_{r}ﬁ (11 (2% = @Ol + (171203 = 22)P)

+2 nli{nw (1735 (2% = o0lF + [Ta2 (58 — 92)P) = 0.

In modo analogo si dimostra che L & un operatore compatto. E facile poi ve-
rificare che gli operatori T' ed L sono autoaggiunti.

Dalle (4.8), (4.11) segue infine la (4.7).

Indichiamo con Y la varietd lineare generata dalle funzioni y®, y®, v, in-
trodotte nel numero 2, e con X il complemento ortogonale di Y.

Teorema 11. Poniamo

o, T ~
(4.15) A2 = Sup ._[5;’_,1_@] Az — 47?2 + Sup [§O7 Ll @]

cex-10 [lof? vex-0) [lo]®

essendo Ty ed L, le restrizioni degli operatori T ed L allo spazio X. Si ha
H < AX7! essendo H lo costante della (8). E inoltre 7 = 0.

Nel Teorema 10 abbiamo stabilito la (4.7).
Indichiamo ora con A(T) ed A(L), rispettivamente, gli autoinsiemi degli ope-
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ratori T ed L. Determiniamo esplicitamente tali insiemi. Se % e » sono funzioni
biarmoniche, rappresentabili mediante potenziali di semplice strato, di densita
rispettivamente ¢ e ¢, si ha

Qf (U Vg T 2y Uy + Uy V) de dy = [, TY]

2] 0 2 2
— P 1 ' , 7% .
Sf ( 25 U 55 U + 3 W 3 v,)ds = [o, L] + 47 [, ¢]

Siano y® (2) e v (2) le autosoluzioni di seconda specie e y© Yautosoluzione di
prima specie del sistema (2.3). Ponendo ¢=v® k=0,1,2, si ha v,(z)=¢;
2e0, v,)=c; z€; e quindi

(4.16) lp, TY)=0 VpeS  [g Lyl=0 VpeS

dove L =L + 47°1.

Dalle (4.16) si deduce Y c A(T), Y c A(L). Dimostriamo ora che, se ¢ € A(T),
necessariamente deve essere peY. Dalla prima delle (4.7) segue che
U (2) = Uy (2) = Uy, (2) = 0 V2 € Q, ciod u(@) = dy + dy2 + dpy (do, dy, dy) € RP.
Cid & possibile se e solo se ¢ = agy® + a, Y + a27®? (g, a1, az) € R®. In modo
analogo si dimostra che Y = A(L).

11 sottospazio Y & invariante per gli operatori T ed L. Essendo T ed L opera-
tori autoaggiunti si ha che anche il sottospazio X & invariante per T ed L e quin-
di per gli operatori T' e L.

Ha senso, a questo punto, considerare gli operatori T; e L, restriziont di T
ed L allo spazio X. T; e L, sono operatori compatti ed autoaggiunti di X in se.
Poiche S=X®@Y si ha

lo, T19]

H*= sup ;
eex~ {0} [g, Ly o] + 42| o]|®

Tenuta presente la (4.15), si ha H < AX71.
Deve essere poi A # 0. Se cosl non fosse, esisterebbe una successione {¢"}
contenuta in X tale che V

417) le"ll =1 lim (", Lig"l + 4% = 0.

Dalla prima delle (4.17) si deduce che esiste una sottosuccessione, che continue-
remo ad indicare con {¢"}, convergente debolmente ad un elemento ¢ di X.
Sia u,(z) la funzione biarmonica rappresentata mediante un potenziale di
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densitd ¢ e u(z) quella di densitd o. Si ottiene
¢ ?

418) lim [u") —w@|=0  lim [uf—w[=0 = lim [u; —w,=0.

n~> ©

Dalla seconda delle (4.17) segue che le successioni { ggu;‘} e {a%u;‘} SOno con-

vergenti nello spazio L2(X); verificano quindi la condizione di Cauchy in L2(Z).
Le funzioni u, e u, sono percid dotate di derivate tangenti forti e tali derivate
sono nulle. Si ottiene quindi () =¢;, u,@=c; ze Q, ciog
wz) =co+ex+ey 2e0 (¢, ¢, c)eR3. Cid, abbiamo visto, & possibile
se e solo se

P =0 Y(O) +ay Y(l) +ap 7’(2) (ag, a1, ag) € R3.

Deve essere ¢(z) =0 Vze X dal momento che ¢ & X.
d

. . 0 N
Le funzioni é——u;’, é——u; possono essere cosi rappresentate
s s

Sur=Qul +Rigl + Bk S-uj = Qe + Rygl + Rugh

essendo @ un operatore singolare, B, R,, Rs, B, operatori compatti di L2(¥) in

se. Sia Q' P'operatore riducente @; @' & un operatore continuo ed & tale che
Q'@ =1+ R con R operatore compatto. Si ottiene allora

Qe =g+ Rt +Rosh Q' (ou) = + Byl + B
Dalla seconda delle (4.17), tenendo conto che R;, Rs, Rs, B, sono operatori com-

patti e che ¢ =0, si ottiene: lim ||¢"[| =0; cid & assurdo.
=

Vogliamo ora indicare un metodo di calcolo delle costanti A e A. Indichiamo
con {wj} un sistema ortonormale completo di vettori nello spazio S e consideria-
mo le successioni {X{"}, {r,}, {2}, {7,} cosi definite

2 radice dellequazione det ((Tw;, w;) — Aw;, w,)) =0 i, =1, ..., v (abbiamo
ordinato le radici come nel Teorema 3)

1
v, =(F™T?) = TP, TP,P) + OPP"™

2 radice dellequazione det ((Lw;, w;) — Aw;, ;) =0 4,5 =1, ..., v (abbiamo
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ordinato le radici come nel Teorema 7)
1

:}*;V — (_(/n (LZ) — g ((P,LP,)z) + ()\L(iv))Zn)Z—n
essendo T ed L gli operatori introdotti nel Teorema 10.

Teorema 12. Per le quantita A%, 32 definite dalla (4.15) risulta

(4.19) WSSy, <y, limaY=limy, = A2
@20) V442 <, 4R S 20TV + 42 <0 + 44
' lim 7, + 422 = lim 29 + 472 = 22,
V> 00 Y y—

Verifichiamo dapprima le (4.19).
Osserviamo che, indicato con I'(T') Pinsieme degli autovalori di T, si ha
I(T) — {0} = I(T,). Possiamo quindi scrivere

2 sup [T, 2]
res-10 [lo]l?

Per quanto scritto nel numero 3, per verificare le (4.19) basta dimostrare che
il PCO T2 appartiene alla classe G" per qualche %. Consideriamo l'insieme A dato
dal prodotto cartesiano di X per la retta reale. Sia p la misura prodotto della mi-
sura di Lebesgue definita su ¥ e una misura di Dirac diversa da zero solo nei
punti 1 e 2. Indichiamo con ¢;(2) il valore della funzione ¢(z, t) € L%(4, p) z € X,
teR) quando t=1 ed ie {1, 2}. Si ha

@ Draw=. 2 [o:@@ds.

Lo spazio S & congruente allo spazio LZ(A, x) ora definito. L’operatore 7 &
unitariamente equivalente all’operatore T, definito da

Tio= > [K;G Oe(Qds, i=1,2.

i=12x
dove le Kj;(z, ) sono date dalle (4.10). Poiche risulta
Kij(z, ) =0 +1og|z—¢|) Kz ) =K;({2)

sono verificate tutte le ipotesi del Teorema 5 con n = 1.
Si osservi che nella costruzione della successione {y,} interviene I'invariante
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ortogonale & di cui possiamo dare P'espressione esplicita

1,2
7 (T% =2 [ds; [ | Ky ©)]*ds..

Ly x

Dimostriamo ora le (4.20). Si osservi che basta calcolare

[;D, Ll @]
A= e
PeX -0 o]
L, & un operatore compatto; deve quindi essere A < 0. L’'autovalore u = — 47

dell’operatore L ha molteplicita tre (ad esso corrispondono infatti tre autovettori
linearmente indipendenti). Ordinando Pinsieme degli autovalori non positivi di L
in ordine non decrescente si ottiene che u = — 47” & il pill piceolo di tali autova-
lori e se A < 0, A viene ad essere il quarto autovalore (abbiamo contato u con la
sua molteplicitd). In ogni caso risulta A = u,4 (per le definizione di g4 cfr. il nume-
ro 3). I Teoremi 7, 8 ci forniscono due successioni approssimanti A per eccesso e
per difetto se L?e B" per qualche n. Consideriamo, come prima, lo spazio
L%(A, p) congruente allo spazio S. L’operatore L & unitariamente equivalente al-
Poperatore L; definito da

Lig= 21: ) )f§°j(C)Hij(z, {ds, i=1,2
j=lax
dove i nuclei Hy;(z, {) sono dati dalle (4.13) e verifichiamo la (4.14).

Ponendo allora H(z, ¢) = [H} (2, w) Hyj(w, {) ds,

X

si ha Lio= 2 [eOH;Gk Ods;.

i=1
Anche HJ;(z, {) & un nucleo simmetrico. Si ha inoltre

1
|Z _ Cll—nh

Hii(z, ) = O( ).

H:(z, {) appartiene quindi allo spazio LEA XA, u X p)sen> % Per tali

n Poperatore L? appartiene alla classe 6. Anche in questo caso siamo nelle ipo-
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tesi del Teorema 5. La teoria svolta nel numero 3 permette di concludere
che

Y/ < YJ+1 <) < A(H-l) < )(;) hm 7, = hm )\(/) =).

Essendo 22 = ) + 47% si ottengono le (4.20).
Avendo supposto & > —%, si ha L?2e 6! e si pud esprimere esplicitamente il

primo invariante ortogonale
TP = Z fdsz |Hyj(z, ©)|2ds;.

In conclusione abbiamo ottenuto

)\(1V) <( "_1)2 < v

———— S (TP < —
4722 + 29 4 +7,

dove le espressioni che compaiono sono tutte esplicitamente calcolabili. Natural-
mente l'ultima disuguaglianza & valida non appena & 7, > —47*. Poiché
H < AX~! & evidente che & proprio questa disuguaglianza ad avere maggiore in-
teresse fra le due.

5 - Il caso particolare di un campo circolare

Sia Q = Dg(0) il disco di centro l'origine e raggio R. Vogliamo calcolare le co-
stanti K ed H che intervengono nella (2) e nella (3).

Considereremo solo il caso in cui Q ha raggio unitario. Cid non & restrittivo
poiche introducendo in Dy (0) un sistema di coordinate polari z =ce”, si ha

2

R 2
lulfe = RS ode J(R?u® =) ui)do
0 0 ‘ R%p?
R 2
}]:E- Jed f(u + —u 4;3%0%;0 + -1;-’1,(,020 + '%‘upuoo) de
0 "0 P e I IS
5.1)
aum aui’l 2
lulZe + “ “L2( +] D5 B2y
2=
B 1 ., 1 5.1 1, 2 2
Rof(u + i ur+ R Uy + Ri us+ Rig Uz + i U, Uy R—Aipé-ugupa)de.
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Consideriamo allora le norme

R 2=
”u”%,z(m=prd.0f(—l—2*u2+uf+ luo +R2( u + ——u 7)) do
0 0o R o o o
s T a2 5 4 1 5, 2
(52) +R flc dP f(upp + 2 Uep 3 Uy Ug, + 3 Ugp + 3 U, uOO) de
0 0 e e { 2

Iz_R2=2R412+12+12 1 -, 2 2
lu“aDR(O)“ of(u + (‘P‘Z‘u,: ;4"“/0 '4“%00+ _2u0p+ ‘g‘upuoo_guou;o))do-

P £ e {

Se R = 1 le norme definite dalle (5.1), (5.2) coincidono; per R # 1 tali norme
sono equivalenti. Le norme definite dalle (5.2) sono tali che

lulpoo = Blulb,o %o = Rlulbp,o;

da cio si ottiene che la costante K da noi cercata non dipende da R.
In modo analogo possiamo considerare le seminorme

R 27
R3[odp f(—lguf + %uaz +ul + %ufo + —%u(,% - 54-‘?7@0,,%00.c + %u_cuoo) de
I e £ P £ 4
R5f( —u?+ —1—%0 + —1—u0,,+ —Lufo+ 2 U, Uy — 2 < uyu,) do.
¢ ¢ ¢ & ¢

Tali seminorme sono equivalenti alle seminorme
2ol +u)dedy [+ (Suhd
Jug, + 2ugy + uy)dedy  J((S-u, uy)) ds
o) i s s
e nel caso del disco unitario coincidono con esse. Considerando tali seminorme
ci si pud ricondurre, anche per il caleolo di H, a considerare solo il caso

R=1

Teorema 13. Se Q = D;(0) sussistono la (2) e la (3) con

545 + \/4353 \/3
e H=43

K= 384

Le costanti ottenute sono ottimali.
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Ogni funzione biarmonica in D;(0) ammette la rappresentazione
=1y + (1 — g)*u; con u, ed u; funzioni armoniche in D, (0) (cfr. [21]). Si ha
quindi

a & Oy, by,
0+ > (% cos kb + —
k=1 T

Ver Vr V=

C G d;,
— > cos kO + —
— ¥

Ver V= V=

essendo (ay, by, ¢, d;) costanti reali. Le serie a secondo membro della (5.3) so-
no uniformemente convergenti all’interno di D, (0).
Calcoliamo dapprima la costante K. Le funzioni %, (2) e %, (2) appartengono
allo spazio C>*(Q) (poiche a tale spazio appartiene la %(z)) e quindi le funzioni
2 2
gg—éu"(l’ 0), %ul (1, 6) appartengono allo spazio L?(¥). Sfruttando il teorema
di Parseval si ottiene

»w = sin ko) +

(5.3)

+(1 - A sin k6)]

> ke + b)) < S kAR +d) < o
k=1 E=1

Da cid segue che le serie seguenti sono convergenti ed inoltre da (5.2), (6.3) si
trae

2], @ = ]zl(mk (aZ + bP) + n. (e + df) + 2py(agcp, + bpdy))

(5.4) ;
”ullgnl((» = kzl(Qk (a2 + bZ) + v (ck + df) + 28, (a, ¢, + b)),
essendo
_ 4k —2k2+2k+1 _ 8k*+52k% + 114k + 100k +31 oLl 12
T T o+ 1) = e+ D)k +2)(k +3) 8=~ 2k(k—1)
— A4k — 8k + 4k + 8k +1 4 3 2 2
= =2kt~ +1  m= .
Dic S+ )k £2) q,=2k* —4k°+ 2k re=4(k“+1)
24 m,y® + 2,
Vogliamo determinare  KZ= sup 1 x2 %Lyz PnY
@ ek -{0,0] Gu¥” + 1 y° + 28,2y
43 + 45 + /4353
Si ha Kp= BV g, SO VA

48 ! 384
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Se n = 2 poniamo

KZ=KZdn(n+ Dn + 2)(n — 1 — @n* + 8n° — 4n® — 8n — 1)

My =408 + 4nd — 12n* ~ 16n° + 8n% + 12n + 1

- 4

M, = (An” + 16n5 — 6n° — T6n! — 5002 + 6102 + 56n + 3).
(n + 3)

= o2 2
My X + MY

Si ha K= sup 5 S .
@ g eRI—{0,0} §o®” + T, y" + 28, xy

Come & noto K? & la pitt grande radice dell’equazione

|mn - )‘qn - Sn)\ I _

— Sn )\ 7_2% - ’I"n )\

D [t

— B ) — — — — " 2
mn T’IL + n’ll q’IL + ((m’ﬂ Tn + nn qn)2 - 4mn n'll (Q7z7n - 871. ))

Ossia KZ=

2(qn Yn — S?%)
essendo Gty —SE=4n%—8n*+8n%+4>0 Vn=2.
Si ha quindi

KZ2= (K2 + dn* + 8n® — 4n® — 81 — 1))dn(n + D)(n + 2)(n — 1)2) L.

Si pud verificare con alcuni caleoli che: K2< KZ Vn =0; si ottiene quindi
che

4
(5.5) K=K1=1/55_+%___ \14353

N

Tale costante & ottimale. Siano infatti a;, ¢; le soluzioni del sistema
ma—Ki(qe+s9)=0 mny—K:(rny+sz)=0
essendo K la costante data dalla (5.5). La funzione

cos 0 sin 0 cos 0 sin 6
u(p, 6) = p(CLl -+ ay ) - p3 (Cl + C1 )

Vr f V= =
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|Iu”201(0) — W2 2

& tale che
” U ”gul ()

Calcoliamo ora la costante H. Rappresentando la funzione biarmonica « tra-
mite la (5.3), si ottiene

J @2 A42u2,+ul)dedy= kgo(fk (@f+bE)+ g, (¢ + dE) — 2hy, (ay ci+ by dy))

D (0
(5.6)
an(()) (( -é% )2+ ( % u,)?) ds= I;::O(lk (aZ+b2)+my (e + df) — 2ny, (g cp+ by dy))
essendo
fi=k k-1  g=20k+1) =k~ 1)
(5.1

L=Fk*k—- 1% my=2E2+1) = k(k — 1)%.
Vogliamo calcolare i numeri

fow? + gry® — 2hywy

HE = sup .
@ ek - (0,0} Lo® +my® — 2ny

. 2 _ 2_ 3
Si ha Hy =1, HI_E'
Ponendo ﬁg:H’%-ﬁ gi=k*—k—2

— 2
si ottiene HE= 2z sup 5 gkyz .
k=1 G pert- (o0 ha?+mpy® — 2n.ay

— 1= = Al n,

k 5 1 H? &]la pit grande radice dell’ equazione | 7\"7«: 7 — )I\cmkl = 0.
il -

Essendo e _ =2 z0 Vkz0

lk’m,k—n;? k+1
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L e 2kE-—2) 3 o 4
si ha Hf = grEee ciot HE = P Si ottiene quindi

(5.8) Hzle\/g.

Tale costante & ottimale. Considerata infatti la funzione biarmonica
u(e, 0) = (1 — ¢®) cos 6 si ha

[ @+ 2k +ud)dedy =3 [ (2w (Zu s,
D,® BN ORNCH ds

Vogliamo ora stabilire un confronto numerico, nel caso del disco unitario, tra
la costante di maggiorazione H ottenuta col metodo generale esposto nel numero
precedente e la costante H espressa dall’ultimo teorema.

Consideriamo allora il metodo generale nel caso particolare in cui Q2 = D, (0).
Rappresentiamo la funzione biarmonica « tramite la (2.1). Introducendo in Q
coordinate polari z = e, {=re¥, si ottiene

27

+ho+ ke cos 0+kppsing o<1
avendo posto
11() = 01(0) cos g+ () sin ¢ yp () = — 91 (8) sin g+ (&) cos ¢

Si verifica che, rappresentando la funzione biarmonica % mediante la (5.9), lo
spazio X, prima introdotto, & costituito dalle coppie (y; (), y2(¢)) e S ortogonali
alle coppie (0, 1), (sin ¢, cos ), (cos ¢, — sin ¢).

Indichiamo con (ay, Bi), (6, A) 1 coefficienti di Fourier delle funzioni v, v2.
Si ha che (37 (), y2(@)) e X se e solo se

(5.10) 80=O ﬁl +O\1 =0 23] "‘)\1 =0.

Nel numero 4 abbiamo dimostrato che H < AX~!, essendo

2 2
Qf(uﬁx +2ul, +u,,) de dy _ ‘ xf(( En e+ ( " u,)?) ds

A2 = sup A2 = inf

veX = {0} (bl reX- {0} (b
Vogliamo determinare le costanti A4, A. A questo scopo & utile determinare una
relazione fra i coefficienti di Fourier delle funzioni y;({), y2(¢) e i coefficienti
(a'k; bk’ Cr dk)
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La funzione S;(z, {) = |z — ¢|?log |z — {| ammette, per ogni z tale che
|z] <1, lo sviluppo in serie

(5.11) Se(z, )= —(+1— 2¢ cos (6 —¢)) i kcos k(6 — ¢).

1
k"

La serie a secondo membro della (5.11) converge uniformemente in ogni compat-
to contenuto nel disco unitario e converge in norma L2 in tutto il disco.
Poniamo

(6.12) @)= kZ (opcos by + Brsin k) 12 (W) = kzo(o“k cos k¢ + 2y sin ky)
;=0 =
essendo

2= 1 2=
Of y1 (@) d¢ %= 5= f)’2(sb)d‘/)

?%‘

(5.13)

rilr—*

2= 2=

= [71@) cos kpdy ﬁk=:f @) sinkpdy k=1
i}

27

8, =

3 [

27
W coskpdy = %Ofyz(y) sinkpdy k=1

Sostituendo la (5.11) nella (6.9) e tenendo conto delle (5.13) si ottiene
up, 0) = 2ray + kg + 27ra092

+ 7o(cos 6(—8ay + Ay + kyw~t) + sin 6(— 38, — & + ko)) +
(5.14)
2-k __1
k(k—1) "% k-

2-k 1
k(k— 1)5

+ 72, Feos ka( )+ sin k6 &) +
k=2 1 -1

o

k42 1
§=:1 (cos ke( lc )

k+1 k+1%»

D’altra parte nel cerchio unitario la funzione biarmonica % pud rappresentar-
si tramite la (5.3). Confrontando allora la (5.14) e la (5.3) si ottiene

0y =" 2a(droy+ k) €o= —2r"\/2ne

a1 = \/—( 'le § TCAl + kl) bl = \/—-( - Tﬁl — 'Z.'Ol -+ kz)

2
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3 3
32 2 T 2
ap=m"( ., — ) k=2 b.=m"( Brt &) k=2
T - e e -
2 1 s 1
=772 — | — AL = .=732 — : 3 =1.
G=m (T m T e 2L de=r"(= 3 7ht g 21

Queste relazioni mostrano che per k = 2 si ha corrispondenza biunivoca fra i
coefficienti (ay, by, ¢, dp) e i coefficienti di Fourier delle funzioni y,(¢), y2(¢).
Da esse e dalla (5.6) si ottiene con aleuni caleoli

; {) ) (u2, + 2ul, + ul) dudy = 822°af + 87° (of + £1 + 23 + &3 + 202y — 28, 6)
1

= - 2k—1,. 2 —4 R
+47° kgz( il; — i (o + B7) + 21 (% +25) + 2@%(%% = Bior)

I« gguw)z + (a%uy)z) ds = 8223 ad + 2723 (& + B2 + 23 + 0% + 2oy 2 — 26, 41)
3D, (0)

[+

+473 kZZ(a,%. + B+ i+ D).

Si ha inoltre 2= (2% + 265 + k}_jl(aﬁ + R+ D).

‘)/
Determiniamo dapprima A. Ricordando le (5.10), si ha: A3 = 1677, A% = 67°.

Vogliamo calcolare i numeri

TN ol @k — Da® + @k — Dy?
k 2 p y
k* =1 @yer?- {00}

+20k® + k- )k + D eyl + ¥y k=2,

k% -1
( = )A%. ¢ la pitt grande radice dell'equazione
2% — 1 - O+ k= 0+ D7 _
F2+k—4)k+1D! 2k—1— 2
Si ha dunque A=42 BEF5
(k + 1)

Si verifica facilmente che A, <Ay, per ogni k=0; da cid si ottiene che
A = Ay = 4=. Determiniamo ora 2. Ricordando le (5.10) si ottiene 23 = 167,
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72 =472, %} = 47% e quindi 2% = 472, Da cid segue che AX~! = 2 laddove il valore

esatto di H ¢ \/%
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Summary

An estimate in the L:-norm for the second derivative of biharmonic functions in a
domain Q is considered. If 8Q is a circumference, the best constant is computed; if Q is a
general domain, a method for determining an explicit estimate is given.

* %k






