Riv. Mat. Univ. Parma (5) 1 (1992), 11-18

SALVATORE ANTONUCCI (¥)

Grafi regolari senza clique (%)

0 - Introduzione

Riprendiamo le considerazioni iniziate in [3].

Un grafo regolare di ordine n e di valenza k si dird grafo di tipo R, o sem-
plicemente grafo R, ;. Per indicare che il vertice a & adiacente al vertice b scri-
veremo axb; per indicare che @ & adiacente ad ogni vertice di S scriveremo a«S.
Infine, quando si parlerd di un solo grafo si intenderd a meno di isomorfi-
smi.

Si daranno alcuni risultati concernenti grafi regolari privi di clique. Salvo
esplicito avviso riterremo i grafi connessi; inoltre, un grafo di tipo R, j privo di
clique sara detto brevemente di tipo R .

1 - Non esistenza di grafi R},

In [3] si & gia detto che non esistono grafi B , se n < 2k; qui vogliamo occu-
parci di grafi R}, con n >k, e precisamente di problemi di esistenza.

Esaminiamo il caso n = 2k + 1 (k pari, cfr. [1]); pilt precisamente dimostria-
mo il seguente

Teorema 1. Now esiste alcun grafo di tipo R,‘L’,k, se n=2k+ 1.
Sia 1 adiacente ai vertici 2, 3, ..., k + 1; l'insieme {2, 3, ..., k + 1} & percid

stabile. Allora, il vertice 2 non potrd essere adiacente a nessuno dei vertici
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3,4, ..., k+1 e pertanto sia adiacente ai vertici k + 2, k + 3, ..., 2k. Ne conse-
gue che linsieme Y ={k+2,k+3, ..., 2k} deve essere stabile.

Poiché devono uscire, da ognuno dei vertici 3, 4, ..., k + 1, spigoli in numero
di k—1 con un estremo in X={k+2,k+38,..,2k+1}, ci devono essere
(k — 1)? spigoli con un estremo in un vertice dell'insieme {3, 4, ..., k + 1} e con
T'altro estremo in un vertice dell’insieme X. Se, allora, si tiene conto che ci devo-
no essere (k — 1)® + k spigoli con un estremo in X, per fare in modo che i conti
tornino, & necessario che da 2k + 1, essendo Y stabile, escano 3 spigoli con un
estremo in Y.

Cid posto, sia 2k + 1 adiacente agli ultimi g vertici di Y; ognuno dei primi

k-1~ g =k ; 2 vertici di Y sard allora adiacente ad ognuno dei vertici
3,4, ..., k+1; supposti costruiti tutti gli spigoli suddetti, risultano i vertici
3,4,....,k+1 ognuno di grado % +1= g Nessuno dei vertici
3,4, ..., k + 1 potra allora essere adiacente a 2k + 1, perché dovrebbe poi essere

adiacente ad uno dei vertici di Y al quale 2k + 1 & adiacente, con la conseguente
formazione di una clique Kj.
Il teorema segue.

2 - Grafi R] ,

In [3] si & esaminato il caso d’un grafo R} ., con k = 8. Esaminiano, ora, il ca-
so k=4,
Sussiste, in proposito, il seguente

Teorema 2. Per ogni n = 10 esiste un grafo R ,.

Intanto, ricordiamo [3] che un grafo di tipo R 4 non esiste e, per quanto so-
pra detto, nemmeno un grafo di tipo R 4, mentre esiste un grafo di tipo R$ 4
[3].

Cominciamo a considerare il caso % pari. Ricordiamo che vi & un solo grafo G
di tipo Rg, [3]; esso contiene un insieme stabile A ={1,2, 3,4} e, per
1=5,6, 7,8, 1aA. Dal grafo G si ottiene un grafo G' di tipo R,y 4 eliminando il
ciclo 1526 (privo di corde) ed introducendo i vertici 9 e 10 ognuno adiacente ad
ogni vertice del ciclo. Il grafo ottenuto &, naturalmente, privo di clique.

Dal grafo G, eliminando il ciclo 1, 9, 2, 10 ed aggiungendo i vertici 11 e 12
con le stesse modalitd, si ottiene un grafo Rl"z,‘;, e cosi via.

Passiamo a considerare il caso » dispari.
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Cominciamo con l'osservare che esiste un grafo di tipo R, 4: esso contiene
gli insiemi stabili A ={1,2,8,4}, B={6,7,8} e C={9, 10,11} ed il ciclo
8, 11, 6, 10, 7, 9; inoltre si ha: 5«4, 1aB, 24B, 3aC, 4aC.

Inoltre, da un grafo di tipo R, 4 precedentemente costruito si ottiene un gra-
fo R 4 eliminando gli spigoli {3, 8} e {9, 11} (osservato che non & 3«{9, 11} e
neppure 8x{9, 11}), aggiungendo 13 e collegandolo con i vertici 3, 8, 9, 11.

Analogamente, da un grafo di tipo R{; ; precedentemente costruito, elimi-
nando gli spigoli {3, 8} e {9, 13} ed aggiungendo il vertice 15 con le stesse moda-
litd, si ottiene un grafo di tipo Rf; 4 e cosi via. Il teorema segue.

Osserviamo che la procedura utilizzata per ottenere da un grafo R 4 (n pari)

un grafo RY . 4 si pud adottare in generale: trovato un grafo di tipo R, , (% pari)
e supposto che in esso vi siano g spigoli a due a due disgiunti, si ottiene un gra-

fo di tipo RY, ; , eliminando questi spigoli e congiungendo un nuovo vertice con
gli estremi di tutti gli spigoli.
Allora dal Teorema 1 e dal Teorema 5 di [3] segue il seguente:

Corollario. In un grafo di tipo Rg), , non ci possono essere % spigoli a
due a due disgiunti.

3 - Costruzioni di grafi privi di clique da altri privi di clique

Esaminiamo ora una serie di costruzioni che consentono di ottenere grafi pri-
vi di clique da altri con la stessa proprieta.

Come in [3], se G e G’ sono grafi dello stesso ordine con il simbolo G*G' si
intendera un grafo contenente G e G' tale che ogni vertice di G[G'] sia adiacen-
te ad uno e ad un solo vertice di G'[G].

Osservazione 1. Se G e G' sono grafi regolari di ordine n e di valenza k,
privi di clique, allora G*G' & un grafo regolare di ordine 2%, di valenza k + 1 e
privo di clique (costruzione A).

Se G,, G5 e G5 sono grafi dello stesso ordine, con il simbolo (G, G, G3)* in-
tenderemo un grafo contenente G, G, e Gy piit il ciclo

1) ,,(2) ,,(3 1) ,,@),,@3),,1
vP P o PP o oD P oP e,

dove v{” sono i vertici di G;.
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Osservazione 2. Se G, G' e G” sono grafi regolari dello stesso ordine » e
di valenza k, privi di clique, un grafo (G, G', G")* & di ordine 3n, di valenza
k+2 e privo di clique (costruzione B).

Se si considerano p = 4 grafi regolari G, Gy, ..., G, di ordine % e di valenza £k,
con il simbolo (G4, G, ..., G,)** intenderemo un grafo G contenente i grafi G;
pitt i cicli

@@ 0P e®  per r=1,2, ..., 1
dove v¥ sono i vertici di G,.

Osservazione 3. Se Gy, G, ..., G, sono grafi regolari di ordine » e di va-
lenza k, privi di clique, un grafo (Gi, Gq, ..., G,)** & di ordine np, di valenza
k+2 e privo di clique (costruzione C).

In [3] (Teorema 5) si & costruito I'unico grafo di tipo Ré’k, x5 in esso vengono
ad individuarsi due insiemi stabili, siano {1, 2, ..., k} e {a, as, ..., a;, }; allora,
da due grafi di tipo R, . si ottiene un grafo del tipo R} ., aggiungendo i
cicli

(15 1,; 27 21: srey k, kl; 1) (a’l; al,’ a2, aZ,’ ceey Oy (1/];, al)
dove {1',2', ..., k'} e {a{, a3, ..., @] } sono gli insiemi stabili del secondo dei
grafi RY .

11 grafo G di tipo Rf; ; . » ottenuto (costruzione D) sara indicato con il simbo-
lo G'(*)G" dove G' e G" sono i due grafi di ripo Ré’k,k suddetti.
Nel grafo G di tipo R(?k, r+2 cosi ottenuto risultano stabili gli insiemi

1,2, .. kal,a5,.., 0} {1,2,. .,k a, a9, .., a3, }.

L’operazione pud allora essere ripetuta a due grafi di tipo Rfk, & + 2 del tipo trova-
to, ottenendo un grafo di tipo Ré’k,kM e cosl via, per ottenere, in generale, in
virth dell'ipotesi di induzione, un grafo di tipo RY j.s,, con s =27 %1,

I risultati precedenti e quelli contenuti nelle Osservazioni 1, 2 e 8, applicati
al caso d’un grafo di tipo R, ; sono raccolti nell’enunciato del seguente teorema,
dimostrabile facilmente per induzione.

Teorema 3. Per ogni k=1 e per ogni p =0 esistono i grafi di tipo

0 0 0
Rsk, k+p RZt, k+2p Rsk, k+2p
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con s =2P"1 ¢ t =3P Per ogni k =1 e per ogni p = 4 esiste un grafo del tipo

m

[ —
RQku, k+2m CON U = sz
i

Dimostriamo, ora, un teorema che indica un’ulteriore costruzione di grafi pri-
vi di clique a partire da altri con la stessa proprieta.

Teorema 4. Se esiste un grafo di tipo R ;. e se n = 2k + 2, per ogni k > 1
e per ogni p > 1, esiste un grafo di tipo Rf,%“gp con § =27,

Richiamiamo il seguente risultato, congetturato da P. Herdos e dimostrato
da A. Hajnal e E. Szemeredi in [6]

Proposizione 1. [ wvertici d'un grafo d'ordine n e di grado massimo k pos-
sono essere suddiwvist in h+ 1 insieme stabili disgiunti aventi ciascuno

{*—kﬁl }o [kﬁl]elementi.

I simboli {x}, [«], con « € R, indicano rispettivamente il minimo intero mag-
giore o uguale ad w, il massimo intero minore o uguale ad z.

Per la proposizione suddetta, se n = 2k + 2, i vertici d’un grafo R, , possono
essere suddivisi in insiemi stabili di cardinalitd maggiore o uguale a 2; allora, da
due copie di un grafo di tipo R} ;, detti 4;, A,, ... gli insiemi stabili dell'uno e
Ai, Az, ... i corrispondenti insiemi stabili dell’altro, se v{, v§?, ... sono gli ele-
menti di 4; e w{’, wi®, ... gli elementi di A/, si ottiene un grafo di tipo RS, 1+ »
aggiungendo i cicli

2@ p 0§ . 2@ v
per t=1,2, ..., essendo s; la cardinalitd di A;.

ottenuto.

Il teorema & percid vero per p = 1. La Proposizione 1 & applicabile utilmente
ai grafi successivamente ottenuti con la suddetta costruzione, se gli insiemi sta-
bili dei grafi ottenuti hanno cardinalitd maggiore o uguale a 2; osserviamo allora
che, dato un grafo di tipo R, ;+32,, s =27 se risulta

)] sn=z2k+2p+1)

sard possibile costruire un grafo di tipo Rgz,k+2(p+1) con t =271
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Dalla (1) si deduce, perd

2) Pt n 24k +8p+4>2k+4p+6

ciog 27" 1n > 2(k + 2p + 3) e questo implica la possibilitd della costruzione d’un
grafo di tipo Ry, k4o, v=2P12

I1 teorema segue per induzione.

Segnaliamo, ancora, un'ulteriore costruzione, contenuta nella seguente os-
servazione (costruzione E).

Osservazione 4. Siano G e G’ due grafi regolari privi di clique, di valen-
ze h e b —1 e di ordini 2rn e &, rispettivamente. Supponiamo che i vertici di G
si possano raggruppare in coppie (a;, b;), per i =1, 2, ..., 1;- tali che «q; sia di-
sgiunto da b; per ogni i.

Allora, dai grafi G e G’ si ottiene un grafo G" privo di clique, di ordine 3n e
di valenza & + 1, congiungendo ogni vertice ¢; di G' con 1 vertici della coppia
(a;, b;), aggiungendo ciog gli spigoli {a;, ¢;} e {b;, ¢;}, peri=1,2, ..., 2 Use-

o ~ 2

remo il simbolo G" =G G'.

Infine, indichiamo un’ulteriore costruzione (costruzione F).

Osservazione 5. In un grafo di tipo RJ , vi sono due insiemi stabili
I={1,2,..,k} e J={ay,aq, ..., a; }. Ogni vertice di I & adiacente ad ogni
vertice di J. Sia ¢ adiacente ad a;. Eliminiamo gli spigoli {7, a;} ed aggiungiamo
i vertici Ve V' e gli spigoli {3, V} e {a;, V'} per i=1,2, ..., k. Si ottiene,
in tal guisa, un grafo R, ., ;. L'operazione pud essere ripetuta eliminando
progressivamente gli spigoli {i, a;,,}(modk), per i=1,2,....k e per
m=1,2, .., k+2, ed aggiungendo vertici e spigoli come sopra, ottenendo cosi
grafi del tipo

ng+4,k: ng-r—s,k; e ng—z,k;
del grafo di partenza restano gli spigoli
{17 a’k}’ {2, a’l}; vrey {k7 a’k—l}

che non debbono essere eliminati, pena la sconnessione.

4 - Grafi R); e RY

Esaminiamo i casi particolari B , per k = 5, 6. Osserviamo (Teorema 2) che
per ogni 7 = 10 esiste un R 4. Allora, se G & un grafo di tipo R 4 ottenuto con
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la procedura indicata nel Teorema 2, il grafo
®) G =G*G

é di tipo Ry, 5. Da cid segue che esiste un grafo di tipo RJ 5 per ogni 7 = 20. Poi-
ché, poi, esiste un grafo di tipo Ry, ;, esistono i grafi di tipo R} ;,
Ri 5, ..., Rl 5, in base alla costruzione F. Osserviamo poi che un grafo di tipo
R{’S, 5 pud essere ottenuto, per altra via, applicando la costruzione E. Infatti, ri-
cordando che se nella (3) G & un grafo B¢ 5, risulta G’ di tipo R{, 4, segue che in
G’ cosl ottenuto esistono le coppie

{1’2} {3’1,} {21’3'} {G'I,CLZ} {a,3,a,1'} {azlya?;}

con elementi disgiunti; allora, applicando la costruzione E, al grafo G’ e al grafo
G si ottiene un grafo G" = G~G' di tipo R 5. Quest’ultimo risulta non isomorfo
all'altro precedentemente ottenuto perché, come si pud vedere, in esso i vertici
possono ripartirsi in tre insiemi, il sottografo generato da ognuno dei quali & un
bipartito Kj 3, cosa che non pud farsi nell’altro.

Dalle considerazioni precedenti segue, allora, il

Teorema 5. Per ogni n > 10 (n pari) esiste un grafo di tipo R ;.

Esaminiamo, infine, il caso k = 6. Distinguiamo due sottocasi:

7 pari - Da un grafo di tipo R{’z ¢ (Teorema 5, [3]) si ottengono (costruzione
F) grafi di tipo R} ¢, R ¢, ..., B% ¢. Si ha poi che, se nella (8) G & un grafo di
tipo R 5, G’ & un grafo di tipo RY, ¢; per n = 24, esiste un grafo G di tipo
R%, , (Teorema 2), onde il grafo G’ = G(**)G & di tipo R} ¢. Da cio, per il Teore-

ma 4, segue l'esistenza di grafi di tipo RJ ¢ per ogni % pari maggiore o uguale
a 12,

7 dispart - Supponiamo che sia # — 1 = 4k. Ricordiamo ([9] e [4], Corollario
2, p. 271) che, per ogni grafo G connesso di ordine % con m spigoli, che non sia
una clique, per il numero di stabilita di G risulta

n?
4) (G) > o T

Allora, posto che sia, nella (8), G di tipo RJ, 5, G' risulta di tipo B)_, 4. Per la
(4) si ha a(G) > g Se k = 6, allora in G esiste un insieme stabile con 3 elementi.

Conseguentemente, in G’ esistono 6 vertici 1, 2, 8, a,, as, as, con i adiacente ad
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a; e {1, 2,3} e {a, as, ag} insiemi stabili. Eliminando allora da G gli spigoli
{i, a; } ed aggiungendo il vertice V e gli spigoli {i, V}, {a;, V}, si ottiene un gra-
fo di tipo R . Si ha percid il

Teorema 6. Per ogni n pari maggiore o uguale a 12 e per ogni n dispari,
n — 1 doppio di un numero pari, n =25, esiste un grafo di tipo R .

Rimane aperta la questione dell’esistenza di grafi di tipo R ¢, con % dispari,
n 225 ed m — 1 contenente un solo fattore uguale a due.
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Summary

We study existence problems for regular graphs without cliqgues and give some con-
structions to obtain graphs without cliques from other ones of the same type. Last, we
consider in particular graphs R, ; and R, ¢ without cliques.



