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Regolarita holderiana della soluzione del problema

dell’ostacolo relativo a particolari operatori ipoellittici (*%)

1 - Introduzione

Sia 2 un sottoinsieme limitato e connesso di R” sufficientemente regolare e sia-
noX,, X,,..., X,, operatori differenziali omogenei del primo ordine definiti in un
intorno I di Q con coefficienti a; € C* (1)

X;w)= 2 azu, per ogniueC”() (j=1,...,m).
i=1

Si supponga inoltre che gli operatori X;, X,, ..., X,, siano di tipo = 1, ossia che
tra X,, X,, ..., X,, ediloro commutatori di lunghezza massima r ne esistano » li-
nearmente indipendenti in ogni punto x € Q (condizione di Hérmander).

In queste ipotesi si puo introdurre in R” una metrica naturale indotta da
Xy, X,,..., X,,. Indicate con B(x,, R) le bolle di centro x, e raggio R associate a
tale metrica (B(xg, R) = {x € R /dist (x, xy) <R}) e con By (%, R) le usuali
bolle euclidee, in [11] si dimostra che esistono opportune costantireali Cy, Co >0
tali che

® Bg (g, (R/C2)") ¢ By, R) c Bg(x,, R/Cy).
Si consideri ora 'operatore differenziale omogeneo del secondo ordine ipoellit-
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tico (cfr. [5])
L=-3> X2
i=1
Indicato con Xj* T'operatore aggiunto di X, si dimostra facilmente che
‘ij* = —).(] + -gl(a’ij)”“ = "‘X] - C]' Cj eC” (I)

e quindi si ottiene

m m m
2) L==2>X=2 XX+ 2 ¢X;.
j=1 j=1 j=1

I1 principale obiettivo di questa nota ¢ di stabilire la continuita holderiana del-
la soluzione della disequazione variazionale del problema dell’'ostacolo associata ad
operatori ipoellittici del tipo (2) qualora I'ostacolo stesso sia rappresentato da una
funzione holderiana. .

Problematiche analoghe sono state affrontate da molti autori sia nel caso di
operatori uniformemente ellittici (cfr. [2];, [9], [12]) che nel caso di operatori ellit-
tici degeneri (cfr. [10], [4]).

Nel seguito, dopo aver introdotto opportuni spazi funzionali ed il problema
dell’ostacolo in esame, si dimostra la continuitd holderiana della soluzione debole
del problema di Dirichlet relativo alloperatore (2) ed infine, seguendo fondamen-
talmente il lavoro [4], si ottiene il risultato di regolaritd annunciato.

2 - Gli spazi funzionali 30(Q) ed ¢ (Q)

Introdotti i seguenti prodotti sealari

m
(w, Mo = 3 Kju, Xvhrey  per ogni u,ve (@)
p

(w, v) = (u, vV)+ W%, Vizg per ogni u,ve C*(Q)
si definiscano gli spazi di Hilbert
3G (@) = chiusura di C§ (@) secondo la norma |- [, = ¢, )§/?;

HQ) = chiusura di C*@Q) secondo la norma |- | = (-, )V2.
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0 :Z z;j, gli spazi introdotti coineidono con gli
usuali spazi di Sobolev H{(Q) ed H'(Q).

Poiché 3¢, (2) si inietta con continuita in H§(Q) per qualche & > 0 (cfr. [5]), ri-
cordando alcuni noti teoremi di immersione (cfr. [1]) si pud garantire che

Se in particolare m = n ed a; =

3 36 (@) ¢ L (Q) p¥ = 2n/(n— 2¢) pF=2
con iniezione continua ed inoltre
4) 96 (@) c LA(Q)

con iniezione compatta.

Analogamente a quanto visto in relazione agli spazi di Sobolev H' (Q) (cfr. [7],
[12]) si possono introdurre le nozioni di funzione non negativa (non positiva, nulla)
suE c Q nel senso di 90(2), di funzione % < v su E ¢ Q nel senso di (), di supu
in £ cQ nel senso di 20(2). Si dimostrano inoltre le seguenti

Proposizioni. () Sew=0 su E in 30Q) allora w=0 q.0. su E.

(i) Sia 4@t), t € R, una funzione continua lineare a pezzi con derivata di-
scontinua in {0, @z, ..., o }. Se u e Q) allora ) € Q) con

X; (3(w) = 8" (w) X; () (j=1,...,m)

k
e la convenzione che entrambi i membri valgano zero se x e Y {yeQ
=

JuCy) = a;}.

(i) Sia 4(t) una funzione che soddisfa le ipotesi della proposizione (i) con
40) = 0. Allora se u e 3(Q), d(u)e IGQ) e valgono le conclusioni della
proposizione (ii).

(iv) Sewu e H(Q) (96(Q)) allorau* = max (u, 0), w™ = min (u, 0) e |u| appar-
tengono ad Q) (OGQ). Se u,vedQ) (OGWQ) allora max(u, v)=v
+max(u—wv, 0) e min(u, v) = v+min(u—v, 0) appartengono ad H(Q) (9 (Q)).

(v) Se uedQ) allora X;(w)=0 q.0. mellinsieme {xeQ/u(x)=0}
(7=1,...,m). ’

X;(w) seu>0 X;(w) seu<0

. X. +y — . Y=
VD) X;®) = se u<0 X =, se u=0.
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Sussiste inoltre il seguente risultato.

Teorema 1. Perogniu e Cg (Q) esiste una costante positiva Cy , dipendente
dall’aperto Q, tale che

®) lullz @ < Ca(zal 1X; @)lf 2 @))% = Co llully -

Dim. In [6] per ogniu e C*(B(x,, R)). Indicata con |B(x,, R)| la misura di
Lebesgue della bolla B(x,, R), viene dimostrata la seguente disuguaglianza di
Poincaré generalizzata

J lu—usfPde<CR® [ 2 |Xuffde

B(xo, R) Blzg,R) j=1

uy = |Bo, B)|™* [ wl(x)de.

B(xy, R)

Se in particolare # € C® (B(xy, 2R)), suppu cc B(xy, R) si ottiene, ricordando la
proprieta (v),

| lw—ugPde= [ |u—wu,fde+ J |uy P dee
By, 2R) Blzo, R) Blag, 2R)\B(z,, R)

<dCR® | 3 |XjuPds.

B(w,R) 1=1
Dalla precedente disuguaglianza si deduce

(6) [ |uPde<2 [ |ju—uyfPde+2 [u, [2da
B, R) Bz, R) B, R)

<C'R* | 3 |Xuffde.

Bz, R) §=1
con C’ = 2C(1 +4 |B(z,, R)||B@,, 2R)\B(xe, R)|™).
Sia ora x, € Q. Essendo Q un insieme limitato di R” esistera un R > 0 opportuno

tale che Q ¢ By (o, (R/Cq Y™y ¢ B(zg, R). Se u e Cy (Q) la disuguaglianza (6)
continua a sussistere in Q e da quest’ultima si deduce la (5).
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3 - Descrizione del problema e principali risultati

Si definisca in Cy° (Q) X Cy° () la forma bilineare

m m

bo(u, V)= [Lawvde =2 [XuXv)de+ 2 [ X u)v de.
Q i=10 j=10

Essendo |by (w, v)| < (Pl + Mml

@) lully con M = sup le;@)] (7=1,...,m),la
T E

forma bilineare by (u, v) pud essere prolungata con continuita a tutto 3¢, () o a tut-
to Q). La forma bilineare b, (%, v) non risulta invece in generale coerciva in
9 (Q). Introdotta la forma bilineare b, (u, v) = by(u, v) + A f up dx sussiste il
seguente

Teorema 2. Se laperto Q c B(xy,R,) con B, >0 opportuno la forma bili-
neare b, (u, v)eécoercivain I (Q). PerQ qualsiasi, esisteun 5> 0tale che perogni
A=l Sforma bilineare b, (u, v) & coerciva in 3¢ (Q).

Dim. Per ogni ¢ > 0 si ottiene
by (u, u) = (1 — Mme/2) |[ulff — [(Mm/22) — 2] |ulfz(q) -

Ricordando la (5) si dimostra allora la prima parte del Teorema, mentre scegliendo
0 <e<2/Mm, si dimostra la seconda parte ponendo A = Mm/2e.

Nel seguito la forma bilineare b, (u, v) sisupporra coercivainQ ossia si conside-
A
rerd implicitamente A = A per Q qualsiasi e A € R per 2 c B(zg, R,).

Def. Sianof;e LE2(Q)(j=0,...,m)ex € R. Unafunzione u e 3(Q) viene detta
soluzione debole dell’equazione

4] Lu+iru=7+ 21 X7 1)
i=

se per ogni ¢ € Oy (Q), risulta

®) b, (u, o) =foogod:c + '21 [ Xp)da.
J=1Q

Si consideri ora un ostacolo ¢ € C*(Q), 0 < « < 1, e si associ ad esso 'insieme chiuso
€ convesso

K* = {v € 3G (Q)/v(x) < Y(x) q.0. in Q}
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che si supporra non vuoto. In base alla teoria generale sulle disequazioni variazio-

nali si pud garantire I'esistenza e Punicita di una funzione u = u(y) € K ¢ tale che per
ogni v e K

9 b, (u, v—u) Bgf folw—u)dx +J§1 gf & w—u)dw.

Per dimostrare la continuita holderiana della funzione u(y) verra utilizzato un risul-
tato di regolarita holderiana locale relativo alle soluzione deboli dell’equazione (7).
Nei successivi paragrafi verranno infatti dimostrati i seguenti teoremi.

Teorema 8. Sia u una soluzione debole limitata del problema (7) con
fielP@), p>nfe (j=0,...,m). Allora esistono due numeri reali M >0 e
0<y<1 indipendenti da u tali che se x,€Q e oc<py, con 0<g
<min(R,, dist{(x,,dQ)), risulta

a0 osc(u, B(xy, o)) = sup w— inf u <M.
By, o) Blwo, #)

Osservazione 1. La (10) comporta, ricordando la (1), che per Coo'/" <o
osc(u, B (@, ¢) < osc(u, B, Coe <M o7
e di conseguenza w risulta localmente hélderiana in Q, ossia u € Cc/"(Q).

Teorema 4. Siano f; € LP(Q) con p >n/e (=0, ...,m). La soluzione u()
della disequazione variazionale (9) appartiene a C#(Q) con B = min(«, v/7).

4 - Dimostrazione del Teorema 3

Lemma 1 (Principio di massimo debole). Assegnata ¢ € 3(Q), sia u € H(Q)
soluzione del problema di Dirichlet

b, (u, v) =0 per ogni v e I, Q) u—oe Q).
Detto M = sup |o| (nel senso di 30(Q)), st ottiene
/0]

an ledle oy < M.
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Dim. Sia M<+w. Per la proposizione (iv) di 2, la funzione
&=max (u— M, 0) appartiene ad 3¢, (Q) ed inoltre £= 0 q.0. in Q. Ricordando la
proposizione (v) di 2 si pud allora garantire

(12) b, (@, & =0, &+1M Qf fde =0.

Per la coercivita della forma bilineare b, (u, v)in 3¢ (Q), la (12) comporta ¢ = 0 ossia
usM q.o. in Q. La tesi segue allora osservando che —u<M q.o.
in Q.

In modo del tutto equivalente a quanto visto in [12] si puo inoltre dimostrare il
seguente

Lemma 2. Siaw € 3¢ (Q) soluzione debole dell’equazione (7) con fie LP(Q),
p>n/e(j=0,...,m). Allora esiste una costante K positiva, dipendente da Cy, ta-
le che

) m
1) ledll= o < K ]20 1f; ks ) (mes @)/~ /P

Dim. Teorema 8. Sfruttando il Lemma 2 ci si riconduce al caso omogeneo
fi=0(5=0,...,m). Inoltre, dato che la soluzione debole in esame & limitatainQ e
e < Ry, ci si riconduce al caso A = 0 (cfr.[12]). Sia ora x; € Q, vo < dist (xy, 3Q),
v>1. La dimostrazione del Teorema risulta una conseguenza algebrica della
disuguaglianza

(14) ose (u, B(xy,e)) <1y osc(u, By, ve)) + Ho*

con0<7n<1, H=0e 0<p<1 (cfr. [12], [4D).

Per la verifica della (14) si puo utilizzare un risultato di [8] osservando che ogni
soluzione locale debole di Lu = 0 risulta sicuramente continua in Q essendo L
ipoellittico.

5 - Dimostrazione del Teorema 4

Osservazione 2. Ladimostrazione del Teorema 4 pud essere condotta, sen-
za perdita di generalita, nel caso omogeneof; = 0 (j = 0, ..., m). Si consideri infatti
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la funzione %y € 9(, (Q) soluzione debole del’equazione (7) con f; € L? (Q), p > nfe
(j=0,...,m)cheperil Lemma 2 & limitata in Q e quindi per 'Osservazione 1 appar-
tiene a C?/"(Q). Si dimostra facilmente che u(y) = 1o + u* dove u* € K¢~ “risulta
soluzione della disequazione variazionale b, (u, v —wu) = 0 per ogniv € K¥~%, con
W —u) € CHQ), g =min(z, v/7).

Lemma 3. Si ponga B = B(x,, ¢) con ¢ <min((By|Cy)’, distg (x,,3Q)).
Sia y e L*(B), g € X(B), K§ = {ve dB)/v<y q.0.suB, v—geIGB)}ed ul)
soluzione in K § della disequazione variazionale b, (u, v —u) = 0 per ogniv e KJ.
Se :’: e L”(B) vale la disuguaglionza

(15) ) — wl=@ < ¢ ~ Y=oy -

Dim. Introdotto il problema penalizzato
16) by (u, v)+ A/ —PF, Ve = — by (g, v) per ogni v e I (B)

poiché b, (u, v) & coerciva su B, la dimostrazione pud essere condotta come in [3].
Infatti, in base al metodo di approssimazione di Galerkin, il problema (16) ammette
per ogni £ > 0 almeno una soluzione u, (¢) limitata in 3¢, (B) uniformemente rispetto
ad «.

Poiché si dimostra che w — 313(1) 1, () = u(Y) in I (B), dalla (4) segue che, per
e— 0, u. () > u() q.0. in B. La (15) si ottiene allora passando al limite per e— 0
nella relazione

A A
lJoe. () — . D=y < I} — =) -

Dim. Teorema 4. La dimostrazione procede come in [4]. In base all’Osser-
vazione 2 ci si riconduce al caso omogeneo e sia u(y) € K ¥la soluzione della disequa-
zione variazionale

9y b, (u, v—u)=0 per ogni ve K*.

Pur di scegliere K = sup |¢| si ottiene |u(¢)||L= ) < K e quindi la funzione u(¢) risul-
tata in Q.

Siaxy € Q, B = By (x,, ¢) con o <min(Ry/C,, disty (x;, Q) e sia uy € I(B)
soluzione debole del problema di Dirichlet

b,(u, v)=0 per ogni v € 2 (B) u—uY) € Hy(B).
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Sfruttando il Principio di massimo debole si pud dimostrare che u, risulta soluzione
della disequazione variazionale

b,(u, v—u)=0 per ogni v e K3,

con go = [B|™! [ W(&) da + 2|l ¢*. Dal Lemma 3 si deduce
B

amn ) = wo =@ < [ ~ o =@y < Aoy ™
Essendo lose (u(e), B) —osc(ug, B)| < 2huld) — o)L=
dalla (17), osservando che u, & limitata e ricordando P'Osservazione 1, si ottiene

osc (u(y), B) <osc(uy, B)+ 8¢llce*

< M+ 8|}y

lo=@e”-

Questa disuguaglianza comporta la continuita holderiana locale della funzione u(Y)
e la relazione prevista tra gli esponenti.
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Sunto

Si considerano problemi con ostacolo associati ad una classe di operatori differenziali

. del secondo ordine ipoellittici e si dimostra per le soluzioni di tali problemi un risultato di
holderiamita sfruttando una analoga regolarita delle soluzioni dei problemi di Dirichlet as-
sociati alla stessa classe di operatori.
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