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Noeuds et links fibrés

et géométrie asymptotique de feuilles (¥%)

Introduction

Dans ce travail tous les objets sont de classe C™ . Soit V2 une variété différen-
tiable fermée (c’est-a-dire compacte sans bord), connexe, orientable, de dimen-
sion 8 (en particulier, la sphére S%); sur V2 on considére un feuilletage &, de codi-
mension 1, qui est construit & partir d'un link fibré ou d’'un noeud fibré (en parti-
culier, du noeud de tréfle dans S®) et on étudie la géométrie asymptotique (c’est-a-
dire le type de quasi-isométrie, voir 1) des bouts isolés (voir la Déf. 1) des feuilles
non compactes.

Les résultats principaux de cet article ont été annoncés dans la Note
[3]5.

Ce travail, qui est né d’une suggestion de B. Reinhart, est le premier pas d'un
ample programme: 'étude de questions de géométrie asymptotique pour les feuil-
letages des spheres de dimension impair (voir [5]; et [2]).

L’Auteur désire remercier V. Poénaru aussi pour quelques discussions sur
I'argument.

1 - Géométrie asymptotique de feuilles et bouts isolés

Si M est une variété différentiable compacte et si F' est une feuille non com-
pacte d’un feuilletage différentiable & sur M, alors on sait (voir [10] et [3];) que
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toutes les métriques riemanniennes induites sur F par les métriques de M appar-
tiennent & la méme classe d’équivalence de métriques completes quasi-isométri-
ques, qui s'appelle la géométrie asymptotique de la feuille F' (voir aussi les tra-
vaox [3): & [4]5).

Cette géométrie asymptotique est une propriété intrinséque de F', indépen-
dante de la métrique riemannienne de M.

Nous allons définir, maintenant, les bouts isolés de feuilles de dimension 2 et
nous allons expliquer comment on peut parler de géométrie asymptotique d’'un tel
bout.

En général, soit F' une surface ouverte obtenue a partir d’une surface fermée
en dtant un ensemble fermé totalement discontinu: par exemple, en 6tant un nom-
bre fini de points.

Déf. 1. Une sous-variété propre U c F telle que U soit difféomorphe &
S X [0, +oof, définit un bout isolé de F.

Par exemple, un cusp quasi-isométrique (voir [3];) est un bout isolé.

Déf. 2. Ondit que deux telles sous-variétés U, , U, c F' définissent le méme
bout isolé si et seulement si elles sont équivalentes dans le sens suivant: V'inté-
rieur de U, n U, contient une autre sous-variété U = S* x [0, +[, proprement
plongée dans F'. On ecrira, alors, U; ~ Us,.

Soit, maintenant, g une métrique riemannienne compléte sur F et soit (lof, 9)
la structure induite sur Pintérieur U de U. La variété (ﬁ', g) estO compléte du
cotét = » et incompléte du coté t = 0, dans le sens suivant: soit p € U et soit y une
géodésique de ([3' , g) partant de p. Si y ne touche pas & S* X {0}, elle pourra étre
continuée indéfiniment dans U. En d’autres termes, soit {t, } une suite de goints
de 10, +oof telle que ngngw t, =+, et soit {p, = (x,, t,)} une suite de (U, d),

ou d est la distance induite par la métrique g: {p,} tend vers l'infini dans le sens
de la distance d, puisque (F, d) est compléte du coté ¢ = .

Soient U, et U, deux sous-variétés propres de F telles que U; = S! X [0, + o],
i=1, 2.

Pgoposition0 1. Si U, et U, définissent le méme bout isolé, alors les varié-
tés (U, ¢) et (Us, g) sont quasi-isométriques.
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Dém. Si U~ Us,, i(l) exiséte U=8'%[0, +=[ telle que U est proprement
plongée dans F et Uc U;nUs,.

On peut bien trouver des difféomorphismes ¢;: F— F, i=1, 2, & support
compact, tels que ¢;(U;) = U, i=1, 2; ¢a veut dire que, pout tout x € U, a le
exception d’'un ensemble compact on a ! (:co) == qoz_; (x).

Alors g; 5, sera une quasi-isométrie entre (U;, g) et (U, g) et, par conséquent,
le difféomorphisme

(?2'115)0(@”[7‘)1 Ui— U,
sera une quasi-isométrie entre (ch)'l, g) et (ﬁz, q).

On suppose, maintenant, que F est feuille d’'un feuilletage d’une variété com-
pacte M et que g; et g, sont deux métriques riemanniennes quelconque de M.
Comme nous avons déja dit, g, et ¢, induisent des métriques quasi-isométriques
sur toute feuille, en particulier sur F.

On montre, alors, la suivante

Proposition 2. Si U;~ U,, les variétés (Lofl, g1) et ([3’2, gz2) sont quasi-
isométriques.

Dém. Soit Uc ﬁlm ZC}Z. On sait (voir [10], [3}y) que lidentité
I. (F, g.)— (F, g5) esg une qua%i—isométrie; par restriction c'est aussi une
qgasi—isométrie entre gU, 91) et (U, g»). Alors comme d’apres la Pr%position 1
(Zgi, g:;) est qi. a (U, g;), i=1, 2, on trouve une q.i. entre (Uy, ¢;) et
(UZ: g2)

Ceci nous permet, done, de parler de la géométrie asymptotique attachée au
bout isolé respectif de la feuille F.

2 - Noeuds et links fibrés et feuilletages

Dorénavant V2 sera une variété différentiable de dimension 3, fermée, conne-
xe et orientable.

On appelle link de V? une sous-variété L compacte sans bord, de dimension
un, de V3.

En particulier, sila sous-variétés L a une seule composante connexe, alors elle
s’appelle noeud (voir, par exemple [11]).
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SiL c V2 est un link & n composantes connexes C;,i= 1, ..., %, on peut consi-
dérer, pour chaque C;, un voisinage tubulaire C; X D? contenu dans V?; la reu-

nion (disjointe) T(L) f’éf.ZZ (C;x D?) =L x D* est donc un voisinage tubulaire du
link L. =

On a, alors, que V®— L est difféomorphe & V— T(L).

On dit que L est un link fibré (pour n = 1, un noeud fibré) il existe une fibra-
tion du complément V2 — L sur S!, en fait méme une fibration f de V> — T(L) sur
S!, dont les fibres B, d=8ff‘1 (x), x € S, sont des surfaces (de Seifert, voir [11])
compactes, connexes, orientables, de genre g = 1, 4 bord (qui est constitué de n
composantes connexes) et on a, pour chaque x € S?,

3B, = B, n8(V®— T(L))
et, puisque 8(C; x D*)=(C;x38D*=C;x 8!, i=1, ..., n, alors
8B, =B, (LxSY) =L x {z}

cette intersection est transverse.
Par exemple, le noued de tréfle dans S? est fibré et chaque fibre est une surfa-
ce de Seifert de genre 1 avec une unique composante du bord.

Refnarque 1. Une fibration d’'un noeud, aveec g = 1, est toujours non tri-
viale et le noeud en question est automatiquement non trivial lui aussi. Les fibra-
tions avec g = 0 apparissent seulement pour les noeuds trivials et elles sont
triviales.

Remarque 2. Le probléme de savoir quand le complément d’un noeud
dans S? est fibré sur S! a été étudié complétement par Stallings [12] (voir aussi

[9D.

Remarque 3. Une classe trés importante de noeuds et links fibrés est don-
née par les noeuds et les links de la géométrie algébrique (voir le théoreme de fi-
bration de Milnor [8]).

Par un théoreme classique d’Alexander [1] on sait que dans une variété V2 il
existe toujours un link L qui est fibré sur S?.
Soit, done, L = 'gﬁ C; un link fibré dans V2. On peut feuilleter V? par un feuil-

letage & de codimension 1 (voir Lawson [5],) de la maniére suivante:
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(1) on considére un voisinage tubulaire T(L) = L X D? du link L et, dans
chaque tore plein de T(L), on considere le feuilletage de Reeb dont la surface de
genre 1 qui est le bord de ce tore plein est la seule feuille compacte et dont toutes
les feuilles non compactes sont des plans. Chaque tore plein ainsi feuilleté s’appel-
le une composante de Reeb.

(2) A lextérieur de T(L), dans V2~ T(L) on a la fibration sur S! dont cha-
que fibre F, est exactement la fibre B, privée du bord

F.,=B,—-3B,;

ces fibres F, sont, alors, difféomorphes & une surface connexe, orientable, com-
pacte, privée de n points.

En faisant spiraler (voir la Figure 1) ces fibres F', autour de 37(L), c’est-a-di-
re autour du bord des composantes de Reeb, on obtient un fewilletage &, de
VE—T(L).

Si m et p désignent, respectivement, un méridien et un paralléle du tore qui
est bord d'une composante de Reeb, nous dessinons une section & travers un plan
qui contient le cercle m:

Jeuilles
extérieures
(cest-a-dire
feuilles de )

X = voisinage tubulaire
du bord de la composante ~
de Reeb

cercle
“m = bord
de la
composante
de Reeb

feuilles
de Reeb

Fig. 1.
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En mettant ensemble & et les composantes de Reeb, on obtient finalement un
feuilletage F, de codimension 1, de V3, construit & partir d’un link fibré L. Pen-
dant que les feuilles extérieures spiralent autour du méridien m du tore, les feuil-
les de Reeb spiralent autour du parallele p.

Dans le cas d’un noeud de tréfle dans S3, les feuilles de F; sont difféomorphes a
une surface connexe, orientable, de genre 1, compacte, privée dun point.

Remarque 4. Au moyen d’une autre construction Lickorish {6] a démontré
que toute variété compacte, orientable, de dimension 3, admet un feuilletage de
codimension 1.

Soit, done, & un feuilletage de V® construit 4 partir d’un link fibré; observons
qu'a chacun des n points enlévés d’une fibre B, correspond, pour la feuille obte-
nue, un bout isolé.

On montre finalement le résultat suivant.

Théoreme. (I) La géométrie asymptotique des feuilles non compactes des
composantes de Reeb west jamais quasi-isométrique & (R?, §), oit § est une mé-
trique & courbure gaussienne partout negative ou nulle.

(I1) Pour ce qui concerne toutes les fewilles non compactes de F, la géométrie
asymptotique de tout bout isolé est exactement celle cylindrique plate de
St x]0, +oof.

Dém. Pour la partie (I), voir [4];: il n’y a rien & changer et on n’a plus qu’a
s'occuper de (II). ‘

Soit F' une feuille de extérieur des composantes de Reeb et considérons un
bout isolé, disons U, de F': comme nous avons déja dit, il spirale autour du bord
T? Qune cdmposante de Reeb (voir encore la Figure 1).

Puisque toutes les métriques riemanniennes induites sur U par les metrlques
de V? sont quasi-isométriques, il suffit d’étudier la métrique induite sur f par
une métrique g bien choisie sur V2,

Considerons, alors, un voisinage tubulaire ouvert ¥ de 72 (bord de la com 0-
sante de Reeb), du type Y =T2x]—¢, ¢, avec ¢>0, et soit W Zy3
—(T?x ["‘"8/2 5/2])

On a, naturellement, V¥=Y U W.
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Soit g, la métrique plate de T? et soit & la métrique standard de Iintervalle ou-
vert 1—¢, ef.

Nous démontrons d’abord la proposition suivante.

Proposition 8. Sur V? il existe une métrique riemannienne g qui, sur
T2 x]—¢/4, /4] coincide avec la métrique produit de g, et de &.

Dém. Sur Y nous considerons la métrique produit g, = go @ ¢ et sur W une
métrique quelconque g,. En utilisant une partition de 'unité on a la conclu-
sion.

Revenons, maintenant, & la preuve du théoréme.

Soit X le voisinage tubulaire du tore T2 donné, exactement, par T2 X0, /4]
(voir encore la Figure 1), et soit U & X l'injection de U dans X; 7 est une immer-
sion injective non propre. :

Puisque 10, /4] est contractile, le groupe fondamental =, X est le méme que
celui du tore T%, c’est-a-dire le produit direct Za X Z3 (ol « decrit le méridien m,
bord d'un disque de la composante de Reeb, et 8 decrit le paralléle p, bord corre-
spondant de la fibre a partir de laquelle nous avons obtenu la feuille F' en
question).

Soit H le sous-groupe de =; X donné par H = 74 et soit X— X le revétement
infini cyclique (pas universel) de X qui correspond & H, c'est-a-dire tel que
ryu(m X) = H.

Puisque U =S'x [0, +=[, le groupe fondamental =; U est Z et 'homomor-
phisme d’inclusion i, est un isomorphisme entre =, U et H c =; X. Alors puisque
Pimage de =; U est contenue dans H on peut considérer le relévement i de 4
a X [7]

et cette application 7 est un plongement propre.
Soit ¢ la métrique que nous venons de construire sur V3, soit g, sa restriction
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a4 X, qui coincide avec g, @ ¢, et soit aussi g, la seule métrique sur X telle que le re-
vétement r soit riemannien

Gi=7%q

+ est donc une locale isométrie.
Sur U on a alors

gy =1%gy.

Maintenant, le revétement X etant (R x ') x10, ¢/4], la métrique g, sera le
produit de trois métriques standard plates; la métrique 1%, est plate elle-
auUsst.

Ainsi, nous allons étudier la géométrie asymptotique de U plongé proprement
dans (X , 01)-

Decrivons le fuilletage de X dont les feuilles sont les relévements isométriques
des bouts isolés des feuilles extérieures de V2 (bouts isolés correspondant 2 la
composante de Reeb en question).

Soient (, ¥, z) des coordonnées pour X = R X S!x]0, /4]: 1a coordonnée x
est celle du revétement universel du cercle «, la coordonnée y est celle du cercle ,
tandis que la coordonnées z est celle de 10, </4].

D’abord dessinons le feuilletage de la band R X0, ¢/4].

Soit z = k(z) une fonction C ®, strictement decroissante, telle que 4(0) = /4 et

lim k(x)=0. On va appeler K la courbe z = k(x). Par translation de la

x—s +o0
courbe K le long de I'axe x, on obtient un feuilletage de R x]0, /4] (voir la
Figure 2).

En prenant le produit (riemannien) avec S! on obtient un feuilletage de
X =R x 810, ¢/4] qui est invariant pour les mémes translations et dans lequel
W) avec sa métrique s'identifie & S X K avec la métrique induite de celle pro-
duit de X.

A ce point, on voit bien que sur f((}) la métrique g, sera exactement celle de
S1%]0, +o], qui est plate.

Done la géométrie asymptotique de (ﬁ, g1) est quasi-isoméirique a celle
cylindrique plate de S!x]0, +o].

Si on considére, enfin, les feuilles & Pintérieur des composantes de Reeb, elles
on un bout isolé, qui est cylindrique plat Iui-aussi.

Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque 4. Le type de croissance [2] de toutes les feuilles de & est
lineaire.
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Abstract

If V3 is a closed, conmected and orientable 3-mamifold and if & is a codimension one
foliation of V', which is constructed from a fibred knot or from a fibred link, we study the
asymptotic geometry of isolated ends of the non compact leaves.



