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Problémes aux limites pour des inclusions différentielles

de type semi-continues inférieurement (**)

Introduction

Nous sommes concernés ici par des théorémes d’existence de solutions du
probléme suivant

2'(t) e F(t, x(t), x' (@) p-p. tel0, 1]
reB

(%)

ott F: [0, 11X R2— R est une fonction multivoque de type semi-continue infé-
rieurement & valeurs compactes, non vides, pas nécessairement convexes, et ol
B désigne I'une ou Pautre des conditions aux limites de Dirichlet ou pério-
dique

D) 2(0) = «p 2(1) = ay
®) x(0) = a(1) 2’0 =x"'(1).

Récemment, les Auteurs [6] ont donné un principe général d’existence de
solutions pour des inclusions différentielles de ce type qui repose sur la théorie
de la transversalité topologique (voir [4]) et sur un théoréme de sélection pour
des fonctions multivoques semi-continues inférieurement dtt & Bressan et Co-
lombo [3]. Le résultat principal de ce texte établit P'existence de solution du pro-
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tréal, C.P. 6128, succ. A, Montréal, Canada, H3C 3J7.

(**) Recherche supportée par un fonds du CRSNG du Canada.

MR classification: 34B15; 34A60. — Ricevuto: 3-1X-1990.
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bléme (x) sous une hypothése d’existence de sur et sous solutions de (x), et pour
F une fonction multivoque de type semi-continue inférieurement satisfaisant
une condition de croissance de type Bernstein ou Bernstein-Nagumo. Des résul-
tats similaires on été donnés pour F une fonction de Carathéodory univoque ou
multivoque & valeurs convexes dans [8] et [5]; respectivement.

1 - Préliminaires

(a) Notations. - Nous noterons par C*[0, 1], Pespace des fonctions conti-
ntment différentiable jusqu’a lordre k, k£ =0, 1, ... et par L' (0, 1), I'espace des
fonctions Lebesgue mesurables sur (0, 1). Ces espaces seront munis de leur

norme usuelle, respectivement: |||, = max{|=ls, |z'llo, 12"lo, ---, [l2®o} otr
1

llzllo = max {|z@)|: t €0, 11} et ||z|,: = [|x(t)|dt. Nous noterons C°[0, 1] par
0

C[0, 1]. La classe de toutes les fonctions x dans C![0, 1] dont la dérivée ' est
absolument continue sera notée W21(0, 1).

Une solution de notre probléme sera une fonction  dans W*1(0, 1) véri-
fiant (=).

Dans un but de référence, nous énoncons le résultat suivant

Lemme 1.1 (principe du maximum). Soit x € W*1(0, 1). Supposons que
une des deux conditions suivantes est satisfaite:

@ 2'®)=0 p.p. te(0, 1) 2(0) <0 2(1) <0

() «"@)—2@®=0 p.p. te(@©,1) () =20), z'Q)=<xz'(0) ou
(@' (1) =20y’ (0) =0).

Alors z(t) <0 pour tout te (0, 1].

Soient E; et E, deux espaces métriques, X un sous-ensemble fermé de E; et
T un espace mesurable. Soient H: X — E, et G: T E, deux fonctions multivo-
ques & valeurs fermées non vides. Nous dirons que H est semi-continue infé-
rieurement (s.c.i.) (resp. semi-continue supérieurement (s.c.s.)) si ensemble
{x e X: H(x) c B} est fermé (resp. ouvert) pour tout B fermé (resp. ouvert)
dans E;; elle est continue si elle est semi-continue inférieurement et supérieure-
ment. Nous dirons que G est mesurable (resp. £& B mesurable) si 'ensemble
{teT: G&)nB+#0@} est mesurable pour tout B fermé dans E, (resp. si
T =1xRF ott I est un intervalle réel et T est muni de la c-algébre engendrée
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par les ensembles N X D ot N c I est Lebesgue mesurable et D c R* est Borel
mesurable).

Un sous-ensemble A de L'(I) est décomposable si pour tout %, ve A et
N c I mesurable, on a wuyy + vy vy € A.

(b) Deux types de fonctions multivoques. - Soit F: [0, 1] X RZ— R une fone-
tion multivoque & valeurs non-vides, compactes. Nous assignons & F deux opé-
rateurs multivoques

g C'0, 11 L' (0, 1) . CHo, 11— C[o0, 1]
définis par

Fx) = {v e L*(0, 1): v(t) e F(t, x®)x’ @) p.p. te (0, 1)}

Ia) = {w e L0, 1): w(t) = ftv(s) ds avec wved(x)}.
0

L’opérateur F est appelé Vopérateur de Niemytzki associé & F, et U Vopérateur
de Carathéodory associé & F.

En utilisant cette terminologie, nous pouvons décrire deux types de base de
fonctions multivoques. Pour une plus grande généralité, voir [7].

Déf. 1.2, Soit F: [0, 11 X R?— R une fonction multivoque 2 valeurs non-
vides, compactes. Alors

(D) F est dite de type semi-continue inférieurement (type s.c.i.) si F Lopé-
rateur de Niemytzki associé 4 F est semi-continu inférieurement 4 valeurs non
vides, fermées, décomposables.

(i) F est dite de type semi-continue supérieurement (type s.c.s.) si J
Vopérateur de Carathéodory associé & F' est semi-continu supérieurement, com-
pletement continu et & valeurs non vides, convexes, compactes.

Considérons les conditions suivantes sur "

HD () ¢,z p)—F(, x, p) est £® B mesurable;
(i) (x, p)—>F(t, x, p) est semi-continue inférieurement p.p. ¢t € (0, 1).

(H1) @) t—>F(t, z, p) est mesurable pour tout (x, p) € R%;
(i) (x, p)+—>F(t, x, p) est continue p.p. ¢ € (0, 1).
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(H1Y" (@) t~F(, x, p) est mesurable pour tout (x, p) € R?;
(i) (x, p)—F(t, x, p) est semi-continue supérieurement p.p. ¢ € (0, 1).

(H2) Pour tout k > 0, il existe une fonetion %; € L (0, 1) telle que pour tout
(@, | <k |F, , p)| < hy(®) p.p. t € (0, 1).

Nous pouvons maintenant formuler un résultat décrivant les deux classes de
fonetions multivoques introduites précédemment.

Proposition 1.8 (voir [7]). Soit F: [0, 1] XR*— R wune fonction multi-
voque & valeurs non-vides, compactes. Supposons que les conditions (H1), (H2)
ou (H1), (H2) (resp. F est a valeurs convexes et (H1)", (H2)) sont satisfaites.
Alors F est de type s.c.i. (resp. type s.c.s.).

(¢) Principe d’existence. - Soit 9¢: C'[0, 11 [0, 11— L*(0, 1) une fonetion
multivoque, considérons les familles de problémes suivants:

1.1), ' e H(x, 2) 2(0) = ay 2(1) = oy
(1.2), -2 edx, 2 2@=x@) z'0)=z"().

ou A €10, 11.

Suivant que 'on considére la condition aux limites de Dirichlet ou périodique,
I'existence de solution de notre probléme () sera déduite du théoreme suivant es-
sentiellement donné dans [6].

Théoréme 1.4. Soit 3¢: C[0, 1]1x [0, 1]— L'(0, 1) une fonction multivo-
quee semi-continue inférieurement @ valeurs décomposables, fermées, non vides
telle que 9((x, 0) = {0}. Supposons qu'on peut magjorer a priori toutes les solu-
tions de (1.1), (resp. (1.2),), 2 € [0, 1] par rapport & la norme |||, dans C[0, 11.
Alors le probléme (1.1), (resp. (1.2),) posséde au moins une solution.

2 - Probléme de Dirichlet

2.1. Enoncé du résultat. Etant donnée une fonction multivoque & valeurs com-
pactes, non vides F: [0, 1] XR®Z— R, et &y, a; € R, nous allons considérer le pro-
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bléme suivant
(xp) '@ eFQ @, 2'@) pp tel0,1] 20 =0 2Q)=0c.

Introduisons la notion de sur et sous solutions de (sp).

Déf. 2.1. Nous disons qu’une fonction 2 € W>1(0, 1) est une sur solution
(resp. sous solution) de (xp) si:

(@) il existe v e L(0, 1) tel que v(®) € F(t, 2@t), =’ (})) et v(t) = 2"(t) p.p.
t € [0, 1] (resp. v(&) = 2"(t) p.p. te (0, 1))

(i) 2(0) = 2y (1) = a; (resp. x(0) <y (1) < ay).

Remarque. SiF satisfait (H2) et une des conditions (H1), (H1)’, ou (H1)" et
est & valeurs convexes, alors la condition (i) de la Déf. 2.1 peut étre remplacée par
la condition

O F@, =@, 2" O)n[z"®), ©)#0 p.p. tel0, 1] (resp. F(, x@),
@' (B)n(—, 2'@]#0  p.p. tel0, 1]).

Cette définition coincide avec celles précédemment introduites lorsque F' est une
fonetion de Carathéodory univoque ou multivoque & valeurs convexes (voir

[511,2).

Sur la fonction multivoque F, considérons les conditions suivantes:

(H3p) il existe ¢ <¢ e W21(0, 1) respectivement sous et sur solutions de

(xp);

(H4) il existe r, s=0, tels que |F(t, x, p))<mp®+s p.p. te(0,1) et
pour tout x tel que ¢(f) < x < Y(¥).

Nous énoncons maintenant notre théoréme d’existence pour le probléeme de
Dirichlet.

Théoréme 2.2. Soit F: [0, 1] X R%Z— R une fonction multivoque & valeurs
compactes, non vides, de type semi-continue inférieurement et satisfaisant les
hypotheses (H3p), (H4), alors le probleéme (xp) posséde une solution x telle que
#() < x(f) < ¢(t) pour tout t [0, 1].

La preuve de ce théoréme sera donnée au 2.3. Nous allons considérer de nou-
veaux problémes desquels existence d’une solution nous permettera de déduire
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Pexistence d’une solution de notre probléme original. Mais avant, énoncons Pana-
logue du Théoréme 2.2 pour une fonction de type semi-continue supérieure-
ment.

Théoréme 2.8. Soit F: [0, 1] X R*— R une fonction multivogue & valeurs
compactes, non vides, de type semi-continue supérieurement et satisfaisant les
hypothéses (H3p), (H4), alors le probleme (xp) posséde une solution x telle que
() < () < U(t) pour tout t [0, 1].

Nous ne démontrons pas ce théoréme puisque la preuve est essentiellement
donnée dans [5];.

2.2. Modification du probleme. Pour 1xef{0, 1], notons d,(f)
= (1= )UE) — ¢(£))/4 et considérons la fonetion f2 [0, 11X R* X [0, 1]—> R défi-
nie par

max {v, ¢()} si x> Ut > ()
min {v, ")} six < &(t) < (i)
w4+ (1 -9 max{v, )} sid,®)>0x=t)—2d, ) el0,1)

fom 0= (= minfo, &) sid,®>0x= &0 +ad, @) 20, 1)
v S0 > 88) 4D +d, () < @ < () — d, ()
¢@) si () = (1) .

A partir de cette fonction f, définissons une fonction multivoque qui satisfera
certaines hypotheses du Théoréme 1.4 par

ac: C0, 11x [0, 11— L (0, 1)

A(x, 2) = {we L0, 1): wt)=f({E, =@), w®), 2) p.p. avee ve Fx) tel que
o) = ¢'(t) p.p. sur {E: @) =2() > t)} et v(@E) < ¢"() p.p. sur {E: W) > x(d)
= ¢(f)}}, ot F est Popérateur de Niemytzki associé a F.

Remarque. Si¢"(f) <0< ¢"(f), on peut définir f et par conséquent I plus
simplement en posant d, (f) =0.

Proposition 2.4. Sous les hypothéses du Théoreme 2.2, la fonction multi-
voque IC est semi-continue inférieurement, & valeurs fermées, non vides,
décomposables.
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Preuve. Etant donné que & est de type s.c.i. et vu Phypothése (H3)p,
on vérifie aisément que IC est & valeurs non vides, fermées et décomposa-
bles.

Montrons la semi-continuité inférieure de 9¢. Soit B un ensemble fermé dans
L'(0, 1), nous devons montrer que § = {(x, M) eC'0, 11x[0, 1]: 2C(x, 2) c B}
est fermé.

Soit une suite {(x,, ,)} dans & convergeant vers (x, ) dans
C'[0, 11X [0, 1], et soit w € 3C(x, ). Montrons que w € B. Par définition, il exis-
te v e 5(x) tel que v(t) = ¢"(F) p.p. sur {t: Y(t) = 2(t) > &)} et v(t) < ¢"(t) p.p. sur
{t: $(O) > at) = ¢(®)} et tel que w(t) = fit, @), (@), »). Vu la semi-continuité
inférieure de &, il existe des fonctions v, € Fx,,) telles que v, —> v dans L1 (0, 1).
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v, (f) = () p.p. sur
{t: 9@ = 2, () > ¢} et v, @) <¢"(®) p.p. sur {t: ¢ >, @) =¢({)} et que
v, @A) —>v(@ p.p. te, 1). Posons w,)=[fL x,®, 2v, @), 2,), done
Wy, € H(&,,, A,). Pour conclure, il suffit de montrer que

@.1n w, (1) — w(t) p.p. te(0, 1)

et d’appliquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Si 2 # 1, vu la définition de f, il est clair que Péquation (2.1) a lieu. D’autre
part, on montre aisément que I'équation (2.1) a lieu lorsque A = 1 en utilisant le
fait quon a v(t) =¢"(t) p.p. sur {&: @) =) > @)} et v(t) < ¢'(t) p.p. sur
{t: ¢(@) > 2(t) > ¢(H)}. Ce qui termine la preuve.

Considérons maintenant la famille de problémes suivants
(xp); 2eN®, 2) w20 =0 xA)=eg
ou 2 €0, 11.
Proposition. 2.5. Sous les hypotheses du Théoreme 2.2, toute solution x
de (xp), pour X € [0, 1] satisfuit:
@) ¢(B) < 2(t) < Y(@t) pour tout te [0, 13;
(i) i ewiste une constante M telle que |x’ (t)| <M pour tout t [0, 1].
Preuve. Soit 2z € W»1(0, 1) une solution de (#p), pour un certain i € [0, 1],
montrons que #(¢) < (2); 'autre inégalité se démontrant analoguement. Presque
partout sur {¢ e [0, 1I: () > ¢(®)}, on a a(x, M) ¢ (Y'@), ©), dou &"(t) = ()

p.p. En utilisant le Lemme 1.1 (i) et les conditions aux limites sur x et sur ¢, on
obtient x(¢) < ¢(?) pour tout ¢ e [0, 1].
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Nous ne démontrons pas laffirmation (ii) puisque la preuve est essentielle-
ment la méme que dans [5]; (Prop. V.2).

2.3. Preuve du Théoréme 2.2. Nous sommes maintenant en mesure de démon-
trer le Théoréme 2.2. Nous allons montrer que (+p); posséde une solution, ensuite
nous montrerons qu’elle est une solution du probléme original («p).

Considérons la fonction multivoque ¢ C'[0, 1] [0, 11— L*(0, 1) définie
par

H(x, 2y—1) si ye[l12, 1]

W& D= 0 s, 0 siyeld, 1/2)

et la famille de problémes correspondants & cette fonction
Gp), e, v w0 =0 )=«

ol v €[0, 1].

On vérifie aisément que les solutions de (¥p), pour y € [0, 1/2] peuvent étre
majorées a priori. D’oll, vu la Proposition 2.5, il existe une constante & > 0 telle
que toutes les solutions de (%p), pour y € [0, 1] satisfont ||z], <.

Vu la Proposition 2.4 et la majoration a priori des solutions déja obtenue, les
hypothéses du Théoréme 1.4 sont satisfaites. D’ol1 le probléme (+p), et par consé-
quent le probléme (#p); posseédent une solution.

Vu la Proposition 2.5, la solution du probléme (xp), précédemment obtenue
satisfait: #(f) < x(t) < (t) pout tout ¢ e [0, 1]. Or par définition I((x, 1) c FHw).
D’oli x est une solution du probléme original (xp).

3 - Probléme périodique

Etant donnée une fonction multivoque & valeurs compactes, non vides,
F: [0, 11X R®— R, nous allons maintenant considérer le probléme périodique
suivant

Gp) @' e F(¢, x®), ' @) pp. tel0,1] a0 =21) 2" (0)=2"(D).

Introduisons la notions de sur et sous solutions de (¥p).
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Déf. 3.1. Nous disons qu’une fonction x € W>1(0, 1) est une sur solution
(resp. sous solution) de (xp) si x satisfait la condition (i) de la Déf. 2.1 et (ii)’
2(0) = x(1), ' Q) =2’ (0) (resp. «(0) = x(1), =’ (1) <z'(0)).

Aussi, considérons la eondition

(H3p) il existe ¢<¢ e W1(0, 1) respectivement sous et sur solutions
de (*P ).

Nous énoncons maintenant notre théoréme d’existence pour le probléme
périodique.

Théoréme 3.2. Soit F: [0, 1] X RZ— R une fonction multivoque & valeurs
compactes, non vides, de type semi-continue inférieurement et satisfaisant les
hypothéses (H3p), (H4). Alors le probleme (xp) posséde une solution x telle que
() < x(®t) < () pour tout t [0, 1]

Comme pour le probléme de Dirichlet, pour démontrer ce théoréme, nous de-
vons considérer de nouveaux problémes desquels 'existence d'une solution nous
permettera de déduire Pexistence d’une solution de notre probleme original

(p).
Définissons h: C[0, 1]— C[0, 1] par

h@)(®) = @) st x@®) > )
x(t) si ¢(f) < a@) < @)

@  si 2@ <¢().
Et définissons §: C'[0, 11x [0, 1]— L*0, 1) par
G, 1) =z, 2)— hix)

oll I est la fonction multivoque définie au 2.2,

Considérons la famille de problémes suivants
(p); 2-xeGl 2) 20)=x21) 2'O0)=z'(1)

o1 A €0, 1].

En utilisant respectivement la Proposition 2.4 et le Lemme 1.1 (ii), on montre
les analogues des Propositions 2.4 et 2.5 pour les probléemes (sp),.

Comme nous Pavons fait pour le probléme de Dirichlet, pour démontrer le
Théoréme 3.2, nous déduisons I'existence d’'une solution du probléme (xp) & partir
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d’'une solution du probléme (xp);. Nous procédons comme dans la preuve du
Théoreme 2.2 avee (+p),, et nous utilisons le Théoréme 1.4 avec la famille du pro-
bléemes (1.2), . '

Remarquons que nous avons aussi Panalogue du Théoréme 3.2 pour F' une fon-
ction de type s.c.s.

4 - Généralisations

Mentionnons quelques généralisations des résultats précédents.

(1) Nous pouvons considérer d’autres conditions aux limites dont les con-
ditions de Sturm-Liouville et Neumann. Par exemple, une condition aux limites
de la forme suivante

© o @(0) — bgx' (0) =
alx(1)+b1w'(l)=oc1 a;, b.LZO ai+bi>0 OCiER?:=O,1.
Pour le probléme (x¢), i.e. le probléme (x) ott $ désigne la condition aux limites
(C), nous introduisons la notion de sur et sous solutions comme suit. Dans la
Déf. 2.1, nous remplacons la condition (i) par

i) aga(0) — by’ (0) = «q s+ b2 (D=
(resp. apx(0) — by’ (0) < o a (1) + by’ (1) < a).

Et nous avons Panalogue du Théoreme 2.2 dans lequel nous remplacons hypo-
these (H3p) par (H3().

(2) L’hypothése (H4) est appelée une condition de croissance de type Ber-
nstein. Elle peut étre généralisée par une condition de type Bernstein-Nagu-
mo.

(H4)': il existe une fonction ¢: (¢, )~ (0, «) Borel mesurable telle que:

@ |F¢, 2, pl<qg(p) p.p. te®, 1) et pour tout ax tel que
$(t) < v < Y(1);

G $d8>sup (W) — ¢lte): 1y, Lo € [0, 11}

ol ¢ = c(B) dépend de la condition aux limites.
Par exemple, pour les probléemes de Dirichlet et périodique, on prend
¢=la;—ag| et ¢ =0 respectivement (voir [5];, [8]).
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Abstract

We establish the existence of a solution to the problem x"(t) € F(t, x(®), ' @) p.p.
te(0, 1), x € B, where F is a multi-valued mapping of the lower semi-continuous type
satisfying a Bernstein-Nagumo type growth condition, and where B corresponds to a
periodic or Dirichlet boundary condition.

EE XS






