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Decomposition d’Iwasawa du groupe spinoriel (¥¥)

Introduetion

Dans la présente Note, nous explicitons dans le cas des groupes spinoriels la
décomposition d’'ITwasawa sous la forme obtenue par Harish-Chandra pour les
groupes semi-simples. Seulement, ici on utilise les algébres de Clifford comme ou-
til puissant.

1 - Rappels

(A) Def. Soit V un espace vectoriel sur R, de dimension finie, muni de la
forme quadratique Q@ de signature (p, ¢) définie de la maniére suivante

YeeV Q)=af+. .. +xf-wl,—...—xl, O geN).

L’algebre de Clifford de @ est une algébre associative, unitaire et les conditions
suivantes sont satisfaites:

(a) C(V) contient R et V;

() %= Q(z) pour tout x e V;

(¢) V engéndre C(V) comme algébre sur R;

(@ C(V) n’est pas engendrée par aucun sous-espace propre de V.

(*) Indirizzo: 3, Rue H; Bougatfa, TN-1100 Zaghouan.
(**) Ricevuto: 27-VIII-1990.
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(B) Conséquences. Soit (e;) une base orthogonale de V par rapport a Q.
On a:

i) e=Qe)=1 si 1si<p;
i) ef=Qe)=-1 sip+l<sjsp+g
(i) e;ej+eje; =0 si i#j.

2 - Involutions de I'algébre de Clifford

L’algebre de Clifford C(V) a trois involutions importantes. La premiére: in-
volution prineipale = qui est le prolongement de (—Idy): 2~ —a; pour x € V, &
C(V) et a(xy) = =(2) =(y).

De facon que C(V) admet une décomposition en somme directe d’espaces:
C(V) = C,. (V)@ C_(V); ot C.. (V) sous-algébre paire et C_ (V) sous-espace asso-
cié & —1, appelée sous-algeébre de Clifford impaire.

La deuxiéme Pantiinvolution principale =, prolongement de lidentité de V a
C(V): ~(ab) = <(b)-=(a); a, be CV).

La troisieme antiinvolution, appelée conjugaison, notée v = ro-x.
(A) Définition du groupe spinoriel.
Spin(p, q) = {x € C.(V); & inversible; x- V-2 1=V; g o =1}.

(B) Décomposition de Cartan.

Faisons la décomposition d'Twasawa de ce group pour p + ¢ = 3: on sait que
Spin(p, @) est isomorphe & Spin(g, p) qui est un groupe de Lie simplement con-
nexe, connexe, ayant pour algébre de Lie

g={2eC.MX"+X =0, [X, VIcV}=®Ree; Isi<jsp+gq.

Proposition 1. (a) Lnvolution de Cartan de g est donnée par
0X)=—-J ' X J, =J, XJ, pourXeg J,=ee,.. ep.
(b) g admet la décomposition suivante

g=X®p (somme directe d’espaces vertoriels)

ou p=gnC,_ (V) K=gnCir (V)
Ci-MN=C_(V,)-C_(V.) CioisM=0Cy(Vy)-Cy(V)
La.z @ Re; V_= @ RE%.

Isisp ptrl<sj<sp+gq
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Preuve. On a
Cix(V)= {X eC, (V)IB(X) - X} Cio(V)= {X eC, (V)IQ(X) = "X}

X=( @ Ree)®D( @ Rege;) p= @ Reje;.

lsi<j=p prlisk<i<p+gq I<isp<j<p+gq

Proposition 2. d=_ @ Re;e,,; est une sous-algeébre abélienne maxi-
1<i<p
male.

3 - Détermination des racines de (g, @)

Désignons par g, = {X e g|(H, X) =«(H)X, H €@} lespace radiciel. Pour
H,=peje;,+(@—1) egey,,+ ... + e,e5 € A on définit dans I'ensemble des ra-
cines @ un ordre de la maniére suivante

0, = {ae®; a(Hy) >0} I’ensemble des racines positives.

Les éléments radiciels donnés ci-dessous engendrent l'algébre nilpotente 9T

(a) X, =eejtee,,—ee,,te, e, pour Isi<j<p.
Pour H=3 2 rejesp
[H, X, )=2eep+2ee.,,X, 1=0+23)X,

avec a,-j(H)=)\i+)\j.; Isi<j<p.
a; est une racine positive car
aj(Hp)=2(p—1+1+p—35+1)>0 9. = RX,.
(b) Y =eiejteie ., tee,— e, [H B;1=0:~2)Y,)
pour 1si<jsp;

B; est une racine positive puisque
BiHy) =2(p—i+1-p+j—-1)=20-1>0 gs, = RY,,.
(© ZFyi=eep—ep,e, (ISisp) 2p<ksp+q [H, ZFy]1=2Z%y;

y;(H) = 2; et y; est une racine positive vu que
rillo) =2(p—i+1)>0 gri=RZ"y;.
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Proposition 3 (Décomposition d'Iwasawa). L’ensemble des racines positi-
ves du systeme (g, @) est formé par

Py = {(ahr<i<j<pr Byli<i<j<pr Fidi<i<p)-
Alors g admet la décomposition suivante

9=ADADI (somme directe d’espaces vectoriels) avec L= 2, g¢,.

x€ Gy
Par conséquent Spin (p, @) =K-A-N ot
K = Spin (p) X Spin ()

A = {(cht,+ (sht) ejey ., )chty+ (shiy) €2€p1p)...(Cht, + (sht,) e,eq)lti e R; 1<i<p}

— Y k S
N = {1+ z )‘ina17+ z Homn ﬁmn+ z slkZ Y1 ou )‘ij: Mo s €k € R} .
Isi<js=sp lsm<nl<p p<k<p+q
Isisp
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Summary

In the present Note, we explicit in the case of the spin groups the Iwasawa décomposi-
tion in the form obtained by Harish-Chandra for the semi-simples groups. We use the
Clifford algebras like powerful tool. These explicit formulas have been established in the
study of the spin representations.
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