Riv. Mat. Univ. Parma (4) 17 (1991), 59-67

T. CARDINALI ¢ F. PAPALINI (%)

Sull’esistenza di punti fissi per multifunzioni

a grafo debolmente chiuso (**)

1 - Introduzione

Molti Autori si sono occupati del problema di dare risposta alla ben nota con-
gettura di J. Schauder (cfr. [4], Problema 54), che consiste nello stabilire se, es-
sendo K un sottoinsieme compatto e convesso di uno spazio lineare topologico X,
le funzioni f: K — K continue hanno un punto fisso. A questo problema hanno dato
parziale risposta lo stesso Schauder [12] nel caso che X sia uno spazio di Banach e
A. Tychonoff [14] nel piti ampio contesto che X sia uno spazio lineare topologico
localmente convesso di Hausdorff.

Successivamente, e fino ai nostri giorni, il problema dell’esistenza di un punto
fisso & stato studiato per multifunzioni nel caso che X sia, come in [14], uno spazio
lineare topologico localmente convesso di Hausdorff. Nel 1952 1. L. Glicksberg [3]
e K. Fan [1] hanno provato che hanno un punto fisso le multifunzioni G: K — K,
ove K c X & un insieme compatio e convesso, con le proprieta:

() G(x) & chiuso e convesso Vx € K;
(ax) G & semicontinua superiormente su K (})(3).

Nel 1972 C. J. Himmelberg [6] ha ottenuto due proposizioni di punto fisso. Nel
Teorema 1 I’Autore consegue una proposizione che contiene il citato Teorema di
Glicksberg. Egli prende in esame multifunzioni G: C — C, ove C ¢ X & un insieme

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, via Vanvitelli 1, I-06100
Perugia.

(**) MR classification: 47TH10; 58C30. — Ricevuto: 18-VII-1990.

) Cfr. qui 2.5).

(®) Questo risultato per X = R” era gia stato conseguito nel 1941 da S. Kakutani [8].
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compatto, per le quali Pipotesi () del Teorema di Glicksberg viene sostituita con
la pitt debole ipotesi:

(i) G(x) & chiuso V& e C, e esiste un insieme A quasi convesso (%), con 4 = C,
tale che G(x) & convesso Vz € A.

Nel Teorema 2 Himmelberg prova che, se S ¢ X & un insieme convesso (non
necessariamente compatto), hanno un punto fisso le multifunzioni G: S — S con le
proprieta («), (x«) e (jj) esiste un insieme C compatto tale che Y, G(x) c C. Come

xe

& subito visto, anche questa proposizione contiene il Teorema di Glicksberg.

Recentemente O. Hadzic [5], nel 1982, e A. Idzik [7], nel 1988, hanno ottenuto
due teoremi di punto fisso rispettivamente se X & uno spazio lineare topologico
metrizzabile e se X & uno spazio lineare topologico di Hausdorff. Queste proposi-
zioni estendono i risultati sopra citati.

Noi qui, operando nel contesto di multifunzioni, abbiamo conseguito due pro-
posizioni di punto fisso (cfr. qui Teorema I e Teorema II). Nel Teorema I abbiamo
provato che una multifunzione G: C — C, ove C & un sottoinsieme compatto di uno
spazio lineare topologico localmente convesso di Hausdorff, ha un punto fisso se
soddisfa Pipotesi (i) e inoltre ha la proprieta

() G & a grafo debolmente chiuso(%).

Poiché ogni multifunzione con le proprieta richieste nel Teorema 1 di Himmel-
berg verifica le ipotesi del nostro Teorema I e peraltro esistono multifunzioni che
soddisfano le ipotesi della nostra proposizione ma non quelle del citato Teorema 1
(cfr. qui Osservazione 11I), questo nostro risultato contiene strettamente il Teo-
rema 1 di cui in [6].

Nel Teorema II abbiamo, invece, preso in esame multifunzioni G: S— S, ove
S & un sottoinsieme convesso (non necessariamente compatto) di uno spazio linea-
re topologico localmente convesso di Hausdorff, provando 'esistenza di un punto
fisso per le multifunzioni che verificano le ipotesi (2), (i) e (jj). Come abbiamo pre-
cisato nell’Osservazione IV, questa nostra proposizione contiene strettamente il
Teorema 2 di Himmelberg.

Vogliamo inoltre osservare che i nostri risultati rappresentano una estensione
delle proposizioni conseguite da 0. Hadzic (cfr. [5], Teorema 2) e da A. Idzik (cfr.
[7], Teorema 4.3) e, se X & uno spazio lineare topologico localmente convesso me-

() Cfr. qui (2.1).
* Cfr. qui (2.8).
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trizzabile, addirittura contengono il citato Teorema 2 di O. Hadzic (cfr. qui Osser-
vazione IV).

2 - Siano X uno spazio lineare topologico localmente convesso di Hausdorff e
W(0) una famiglia di intorni dello zero convessi e bilanciati. Un insieme A c X si
dice (cfr. [6], p. 205) quasi convesso se

(2.1) perogniV € W(0) e perogni{a,,...,a,} c Aesiste {z,,...,2,} c Atale che
Zi—a; eV Vi=1,..,n, co{z,...,2, } CA.

Per ogni insieme D cX andiamo ad introdurre le seguenti famiglie di
sottoinsiemi:

2.2) PD)={ScD:.S+0}
(2.3) CD) = {S cD: S chiuso, S+ 0}
2.4) D)= {S cD: S chiuso, convesso, S+ @}.

Una multifunzione F: D — P (D) si dice (cfr. [11], p. 894) semicontinua supe-
riormente (s.c.s.) su D se

(2.5) Vuwye D, VW e W(0) esiste un intorno U e W(0) tale che F(x) c Fxy) + W
Ve e(xg+ U)nD.

Denotato con Gr(F) = {(x, y) € D X D: y € F(x)} il grafo della multifunzione
F, si dice (cfr. [3], p. 170) che la multifunzione F & a grafo chiuso se

2.6) Gr(F) é& chiuso in X x X
0, in modo equivalente,

(2.6)" per ogni rete {x;};c,cD Ly—> X xeD
e per ogni rete {y;}ses ys € Fxy) Yo Y yeD
risulta y € Fi(z).

Osservazione I. Nel caso particolare in cui D & un insieme compatto e la
multifunzione F & a valori chiusi, si ha (cfr. [10], Teorema VI.1.12)

2.7 F (s.c.s)) su D= F & a grafo chiuso in X X X.



62 T. CARDINALI and F. PAPALINI [4]

Diremo, inoltre, che la multifunzione F & a grafo debolmente chiuso se

(2.8) per ogni rete {x;};.4¢cD Ty—> X xeD
e per ogni rete {y;}sea ys € F(;) Ys— Y
risulta L(x, y) N F(x) # 0

ove Lz, y)={x+y—2x): 1[0, 1]}.

Osservazione II. E subito visto che ogni multifunzione F a grafo chiuso &
a grafo debolmente chiuso. In generale, pero, non sussiste 'implicazione inversa.
Infatti, essendo X =R e D = [0, 2], consideriamo la multifunzione F': D — D (D)
(cfr. qui (2.4)) definita ponendo

e xel0, 2

2.9 Fx) = @) 5=

Si vede facilmente che F & a grafo debolmente chiuso, ma non & a grafo
chiuso.

3 - Andiamo ora a provare due teoremi che assicurano Pesistenza di un punto
fisso per multifunzioni.

Teorema 1. Siano X uno spazio lineare topologico localmente convesso di
Hausdorff, C c X un insieme compatto e G: C — C(C) (cfr. (2.3)) una multifun-
zione con le proprietd:

(i) esiste AcC, A quasi convesso, A=C(O), tale che G(x) & convesso
Ve A;
(i) G & a grafo debolmente chiuso.

In queste condizioni esiste un punto x € C tale che x € G(%).

Denotata con ©(0) una base di intorni dello zero chiusi, convessi e bilanciati in
X, per ogni V € 9(0), sia

3.1 Gy={xeC:xeG@+V}.

(®) A rappresenta la chiusura di A.
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K subito visto che per conseguire la tesi basta provare

3.2 N Gy#0.

Ve ¥0)

A tale scopo, iniziamo con il dimostrare che, per ogni V e 9(0), 'insieme Gy &
chiuso, cioé che ogni rete contenuta in Gy ha in tale insieme un punto di accumula-
zione (cfr. [15], Teorema 17.4). Fissata, quindi, una rete {x;};., c Gy, esistono
due reti {y;}sea, ¥: € G(x;) e {v;}5¢45 ¢ Vtali che , =y, +v; Vée A. Dallessere
C un insieme compatto, & possibile determinare due sottoreti {w, }y .. e
{¥s }sr e s convergenti rispettivamente in C ai punti x e y, percid (cfr. (ii))

(3.3) esiste 2 €[0, 11 ze G@)+i(x—1v).

Poiché la rete {vy }; ¢y, v» = @y — ¥, converge al punto x —y e V, risulta
(cfr. qui (3.3)) che @, punto di accumulazione per la rete {x, };.,, appartiene all'in-
sieme Gy. '

Proviamo, inoltre, che Gy & un insieme non vuoto. Poiché A & un insieme quasi
convesso (cfr. qui (2.1)) e A = C & un insieme compatto, possiamo determinare
{21, ;2 } C A in modo che

m

(3.4) co{z,...,2n} CA e Cc .k_)l(zi+V).

Posto ora K = co{z, ..., 2, }, sia Hy: K— D(K) (cfr. qui (2.4)) la multifunzio-
ne definita ponendo

3.5) Hy@)=(Gx)+V)nK VeeK.

Facciamo intanto osservare che la multifunzione Hy & a grafo debolmente
chiuso: a tale scopo, fissata una rete {x,},., ¢ K convergente ad un punto # € K e
fissataunarete {¥;};c4 ¢ K, y; € Hy (%;), y;—> ¥, siano, perognié e 4, a, € G(x;) e
v; € V tali che

3.6) Y=z + v, Véed.
Dall’essere C un insieme compatto, & possibile determinare una sottorete

{a; }s 4 convergente ad un punto a € C: esiste percid (cfr. (i) un numero
2* € [0, 1] tale che @ + 1*(a — %) € G(Z). Pertanto, poiché V & un insieme chiuso e
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bilanciato, si ha (efr. qui (3.6))
3.7 T+HAFG-DeG@+V.

Tenendo ora presente (cfr. qui (3.4)) che Iinsieme K & compatto e convesso
(cfr. [13], p. 134) risulta & + 2*(§ — %) € K e quindi da (3.7) segue per 'appunto
L@, 7)) nHy@)# 0.

E subito visto allora che la multifunzione Hy, soddisfa le ipotesi del Teorema di
cuiin [2](%) ed esiste pertanto (cfr. qui (3.5)) un punto = € K tale chex € G(x) + V,
cioé, ove si tenga presente la (3.1), Gy # 0.

Essendo allora {Gy }y v una famiglia di sottoinsiemi chiusi e non vuoti di C,
tenendo presente che Gy, ~v, ¢ Gy, N Gy, YV, V€ ¥(0), e che C & un insieme com-
patto, si perviene alla (3.2).

Osservazione III. Vogliamo osservare che il nostro Teorema I contiene
strettamente il Teorema 1 conseguito da C. J. Himmelberg in [6], come & subito
visto considerando ancora la multifunzione definita come in (2.9).

Teorema II. Siano X uno spazio lineare topologico localmente convesso di
Hausdorff, S ¢ X un insieme convesso ¢ F: S — D(S) (cfr. (2.4)) una multifunzio-
ne con le proprietd

(G) F ¢ a grafo debolmente chiuso;
(jj) esiste un insieme compatio C, C c S, tale che USF(m) cC.
re

In queste condizioni, esiste un punto z € S tale che z € F(z).

Possiamo supporre, senza perdita di generalita, che lo spazio X sia completo
(cfr. [9], § 18.4 (3)) poiché le ipotesi sullinsieme S e sulla multifunzione F' riman-
gono inalterate nel completamento dello spazio.

Posto A =coC e considerati gli insiemi K=A4 e 9= U ({x} X F(x)), sia
G: K— P(K) (cfr. qui (2.2)) la multifunzione cosi definita med

3.8 Cla _F(a:) rxeA
: @= 1w veK\A

ove T(x) = {y e K: (z, y) € ).

(®) E immediato constatare che ogni multifunzione a grafo debolmente chiuso & a grafo
parzialmente chiuso.
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Andiamo intanto a dimostrare che G ha un punto fisso. A tale scopo & sufficien-
te provare che

(a) T(x) # 0, Ve K NA
(b) T(x) & chiuso Vee KNA
(e) G & a grafo debolmente chiuso

poiché, dall’essere K un insieme compatto (cfr. [9], § 20.6 (3)), la multifunzione G
soddisfa le ipotesi del nostro Teorema I.

Iniziamo con il dimostrare che sussiste la (a). Osserviamo intanto che,
dall’essere

(8.9) HcKxC risulta
(3.10) T(x)cC Ve K NA.

Se, per assurdo, esistesse & € K\ A tale che, per ogniy € C, &, y) ¢ I, sareb-
be possibile determinare due intorni U, (%) e V,(y) in modo che

(3.11) U,@XV,@)nAH=0.

Poiché peraltro C & un insieme compatto, esistono ¥, ...,y, € C tali che

Cc .leyx_ (). Posto quindi U@) = gl U, @, da (3.11) seguirebbe
(8.12) U@XC)nH=0

da cui, tenendo presente la (3.9), si giungerebbe alla relazione U(@) n A = 0§, as-
surda in quanto % € A.

Andiamo ora a provare la (b). Fissato x € KA, per provare che T(x) é chiuso
consideriamo una rete {y;}scs ¢ T(®).

Dall’essere C un insieme compatto, esiste in C un punto % di accumulazione
per larete {¥:}sca, €, poiché (x, ¥.) € 3¢ Ve e 4, risulta 7 € T(x), e pertanto I'in-
sieme T(x) & chiuso.

Per conseguire la (c) fissiamo una rete {z; },. 4 ¢ K convergente ad un punto x
e una rete {;}ses, ¥s€ G(x;), convergente ad un punto y. K subito visto che il
punto (x, ), a cui converge larete {(x;, ¥:)}:c ., appartiene allinsieme IC e per-
tanto, se x € KA risulta (cfr. qui (8.8)) L(x, y) nG(x) # @, mentre se x € A,
per ogni intorno Ue W), esiste (xy, yy) in modo da aversi
(xy, yp)e @+ ) X y+ U)nac.

Poiché la rete {ay } o) C A converge a x e larete {yy } <o), che converge
ay, & tale che yy € Fay), dall'ipotesi (j) si deduce ancora che L(z, y) n G(x) # 0.
Ne segue che la multifunzione G & a grafo debolmente chiuso.
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Siamo allora in grado di affermare che esiste un punto z € K tale che z € G(2).
Peraltro, poiché G(z) c C (cfr. (jj) e (8.10)), risulta z€ S e z € F(z), c.v.d.

Osservazione IV. Vogliamo inoltre osservare che il Teorema II contiene
strettamente il Teorema 2 di cui in [6], come risulta evidente prendendo ancora in
esame la multifunzione definita in (2.9).

Facciamo infine notare che sia il Teorema I che il Teorema II, qui provati, rap-
presentano una estensione dei risultati conseguiti da O. Hadzic (cfr. [5], Teorema
2) e da A. Idzik (cfr. [7], Teorema 4.3), e, se X & uno spazio lineare topologico lo-
calmente convesso metrizzabile, contengono il citato Teorema 2 di O. Hadzic (cfr.
qui (2.9)).
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Summary

In this note we prove two fixed point theorems for particular multifunctions having
«wealkly closed graph». The results here obtained respectively contain two theorems due to
C. J. Himmelberg.






