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MonNica BIANCHI (%)

Esistenza di una soluzione del problema di Cauchy
per una equazione

riguardante fenomeni di viscoelasticita non lineare (**)

1 — In questa nota viene considerata 'equazione a derivate parziali del terzo
ordine

(1- ]-) Uy (t, w) - (g(um (t: w)))x ™ XUyt (t) x) =f(ta CU)

nel cilindro limitato Q7 = [0, T1x Q (Q = (0, 1)), insieme alle condizioni di fron-
tiera u(t, 0) =u(t, 1) =0, per ogni t e (0, T), ed ai dati iniziali

1.2) w0, x) = 4y u: (0, ) = uy per ogni x € 2.

L’equazione (1.1) & legata a problemi di viscoelasticita; essa & stata origina-
riamente introdotta in [4] e successivamente ripresa e generalizzata da altri au-
tori, sia nel caso in cui la variabile spaziale x appartenga ad un aperto limitato di
R (cfr. [5]), che ad un aperto limitato di R™ (cfr. [2]). Il Problema di Cauchy per
un sistema di equazioni che comprende come caso particolare la (1.1), & stato
inoltre studiato in [3].

Nei lavori citati la funzione reale g viene supposta sufficientemente regolare:
si considera infatti che ammetta derivate prime e seconde continue in R oltre a
soddisfare opportune ipotesi sulla derivata prima.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Generale Finanziaria ed Economica, Universita
Cattolica del Sacro Cuore, Largo Gemelli 1, 1-20123 Milano.
(**) Ricevuto: 24-1V-1990.



272 M. BIANCHI 2]

Nel seguito si considerera invece g una funzione reale che verifica le seguenti
ipotesi:

(1.3) g monotona non decrescente su R (nel seguito si indichera ancora con g
il grafo monotono multivoco corrispondente);

(1.4) YolrlP 1= Ko< ls| <y [P 1+ K, VreR, Vseg)
p>2e v, v, Ko € K; con opportune costanti reali positive;
1.5) 0eg(0).

In tali ipotesi si dird che u(f, x) & una soluzione debole del problema di Cauchy
(1.1)-(1.2) in Q7 se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

) wueL=(0, T), WoP (@) H*(Q));
i) w,eL”0, T), L*@) nL2(0, T), H; (@Q));
(ili)  esiste una funzione y € L? (Q7) con x(t, x) € g(u, (¢, %)) per g.o. e
(t, x) € Qr, tale che per ogni v € WP (Q) e per q.o. t [0, T1, risulta

(e @) — @)y — @t @) — (&), Vw10, wgr = 0.

Si dimostra il seguente Teorema di esistenza.

Teorema. Si supponga ug € WP Q) nH2(Q), u; € L2(Q) ed fe L2(Qr). 11
problema di Cauchy (1.1)-(1.2) ammette almeno una soluzione debole.

Osservazione. Per le (i) e (ii) essendo u € C([0, T1, HZ (@)L= (0, T),
WP (@) N H?(Q)), risulta % debolmente continua in [0, 7] a valori in
(WeP(Q) n H2(Q)). Inoltre per le (ii) e (iii) essendo uy € LP ((0, T), WP (Q))
si ottiene u, € C([0, T1, W12 (@)L= ((0, T), L%(Q)) e percid risulta u; de-
bolmente continua in [0, T7] a valori in L2(Q). Questo permette di dare significa-
to ai dati iniziali u(0) = uy ed %, (0) = u;.

La dimostrazione del Teorema di esistenza viene condotta inizialmente nel
caso in cui la funzione g risulti sufficientemente regolare ricorrendo al metodo di
approssimazione di Faedo-Galerkin e successivamente nel caso generale utiliz-
zando un metodo originariamente introdotto in [1].
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2 — Nel presente paragrafo si dimostra il Teorema supponendo g € C T®)
soddisfacente le condizioni (1.3)-(1.5) per ogni « € R. Nel seguito si indichera
con (+, ) sia il prodotto scalare in L2(Q) che il prodotto di dualitd tra gli spazi fun-
zionali X ed X'. Qualora si renda necessario specificare tali spazi funzionali si
porra (,)x' x-

Sia {w’},j=1,...,m, ..., la base di Hj(Q) costituita dalle autofunzioni dell’o-
peratore (—4)

@.1) —Awd = 2w

dove, in particolare, w’e H}(Q) nC*(Q). Indicando con V, il sottospazio di
n

H}(Q) generato dai vettori {w’}, j=1,...,n, e definendo u™() = 2 a;, )w’
€V, si consideri il sistema approssimante di Faedo-Galerkin 7=t

(2.2); @, wh)+ (), wpr Lo+ alugy, wi)=(f, w) Isj=n

con le condizioni iniziali

n

2.3) w"(0) = '21 o, (0) w? lim w”(0)=uy in W§P@Q)nH?*@Q)
i n— ©

n

2.4) uf (0) = X af, (0)w? Jim w @ =wu in L*@).
; m

=1

Ricorrendo a risultati generali sui sistemi di equazioni differenziali non lineari
viene garantita Pesistenza di una soluzione locale del problema di Cauchy (2.2)-
(2.4) con u" e C2((0, t,), V,) per g.o. te[0, t,].

Moltiplicando ora lequazione (2.2); per «f,(f) e sommando rispetto a j si
ottiene

(uif, wl) +(gu), ugdee,rr+ alug, ) = (f; ul').

Scegliendo 0 <#<t, ed integrando I'equazione precedente in [0, {] risulta

{
(2.5) 1/2)uf ®f 2@ + = Of [l ($)E 2y d s + |G Oz @)

t
= (1/2)|uf O)Z2 ) + 16z O @ + Of (f(s), u(s) ds
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dove si & posto G(r) = [ g(s) ds. Dalla (1.4) si ricava facilmente sfruttando la di-
0
suguaglianza di Young

(yo/2D)|r|P— K < G(r) < Cyy/p)|r|P+ K{.

Ricordando che nh_r}r& u™(0) = up in WPP(Q) e che nh_I)r& u? (0) = u; in L2(Q), si
ottiene

JJu (0)

P <l Gy Orr @) < Cra/pI (o) e @y + K7 -

Indicando con X, la costante di immersione di H}(Q) in L?(Q) ed osservando che
G2 Oz @) = Gro/2oud O|lFs @y — K, dalla (2.5) segue la disuguaglianza

A2l Ol ey + (o — £25) Oft e (Bear d s + Cro/ 2PN BlEry < €
dove C = é’(t, %y, Uy, f). Dalla precedente relazione si ricava
2.6) u"e L0, T), W§P(Q))
@.n u € L= (0, 1), L*(@)nL*(0, T), H5(2)).

Si moltiplichi ora I'equazione (2.2); per 2;a;, (t) e si sommi rispetto a j. Ricor-
dando le (2.1) si ottiene

=gty Uge) + (G (Ug) Uz, Us) + Uy, Uge) + (f, ug) = 0.

Scegliendo 0 <t <t, ed integrando equazione precedente in [0, t] risulta

t1
2.8) (o Dl e + Of of g’ (ug (s, e)(ug (s, ¥)*ds do

t1 {1
< (of 2|, 0N 20y + Of of ut (s, ®)upg(s, ©)ds da— Of of fs, ®ug(s, ) ds de.
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Integrando per parti rispetto ad x e ¢ il secondo addendo si ottiene

t1 t1
f Jufi(s, D)ug(s, ) dsda =~ [ [uy(s, )ul(s, )dsde
00 00

¢ 1 1
= [fur &) e@ds + Of ul t, )ul ¢, x) de+ [u?©, z)ur 0, x) dx
0 d

t
< Sl SNiea ds + C.Ju Ollze + ez @z + loalliza + wodusl o

Scegliendo opportunamente ¢, dalla (2.8) e dalla relazione precedente, si ricava
per il Lemma di Gronwall

2.9) u" e L= (0, T), H*(@)).

Per le (2.6), (2.7) e (2.9) esiste dunque un’opportuna sottosuccessione {u”}
tale che

(2.10) w*— lim u”=u in L*0, T), W§P(Q)
2.11) w* — lim u) = wu, in L*(0, T), L2(Q))
(2.12) w— lIm wf=w, in L2, T, H} @)
(2.13) lim g = w, in L*@Qr)

(2.14) vli)n}o uy(t, x) =u,E, x) perq.o. (¢, x) € Qy.

Essendo inoltre, per la (1.4) e 1a (2.6), g € L™ ((0, T), L (Q)), esiste un’op-
portuna sottosuccessione, indicata ancora con {u’}, tale che

(2.15) w* — lim gluz) = % in L= (0, T), L”" (@)).

Dalla (2.14) e dallipotesi di continuitd della funzione g, segue inoltre
.,H_)né gluy &, x) = glu, (€, ) per q.o. ¢, x) € Qr, e si pud allora facilmente veri-
ficare (cfr. [5]) che y = g(u,).

Si consideri ora, per j fissato, la (2.2); riscritta per n = v e v = j. Dalle (2.11),
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(2.15) e (2.12) si deduce

tim G, wh = Lo, ) in D' (0, 1)
lim (g(us), W @, 7@ = @), WL @), 170 in D'(0, 7)
Hm (uzy, wd) = e, wd) inD'(0, I,

e percid passando al limite in D' (0, T), per v— -+, nella (2.2); per ogni j, si
ottiene

(g — (Q(U))y — e — f, W1 @, Whr@ = 0.

Dalla proprieta di densitd della base {w’}, la funzione « soddisfa dunque, nel
senso delle distribuzioni, equazione (1.1).

Restano ora da mostrare le (1.2). Per le (2.3) e (2.4) si ha nh_r}go " (0) = uyg,
7}1_1)120 ul (0)— u, in LE(Q).

Poiché, per le 2.6) e 2.7), u" e C([0, T1, L2@)nL* (0, T), L*(Q)), per
ogni tel0, T] esiste un’opportuna sottosuccessione {u”(f)} tale che
w— vli_)rrgo w’ () = u®) in L2(Q) e quindi in particolare u(0) = u,. Essendo inol-
tre

w— lim (i, Wy we@ = e, W) i L0, T)

scegliendo ¢ € C1(0, T), ¢(T) =0, si ottiene
T . T . .
of $(8)ui (s), w)) ds = — OI wi (s), ¢' (S)w?) ds— (uf(0), $0)w’).
Passando al limite per v— -+ risulta
T . T - .
0f¢(s)(utt (), w)ds= —of(ut(s), ¢ (Hw?) ds— (uy, $(0)w)

ed integrando per parti il primo membro, data la densita della base {w”}, si ot-
tiene facilmente u; = u,(0).

Osservazione. Sia Q cR”, %> 1, un aperto limitato di frontiera 2Q suffi-
cientemente regolare e g una funzione scalare appartenente a C'(R), monotona
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non decrescente con g(0) = 0 e soddisfacente in R le seguenti ipotesi di crescita
polinomiale

1.3y rolrP 2 - Ky < gtr®) < y1|r|P 2+ K,

(1.8 0<g'(r¥)ri<Kg(r?

dove p>2 e v, v1, Ky, K; € K sono opportune costanti reali positive. Si consi-
deri I'equazione a derivate parziali del terzo ordine

1.1y e (t, ) — div, (g(|Vult, 2)[*) Vult, ) — a(du, (¢, ) =f(E, 2)

nel cilindro limitato @Qr=1[0, TI1XQ, insieme alle condizioni di frontiera
w(®, €) =0 per x €3Q e per ogni £t e (0, 1), ed ai dati iniziali (1.2) (cfr. [2]).

Utilizzando il metodo di approssimazione di Faedo-Galerkin, per il problema
di Cauchy (1.1)'-(1.2) si dimostra il Teorema di esistenza analogamente al caso
dell’equazione (1.1). Infatti, come nel caso unidimensionale, valgono le stime a
priori (2.6) e (2.7); la (2.9) si ottiene infine ricorrendo ad opportuni teoremi sulle
tracce (cfr. [2]), all'ipotesi (1.3)" e ad un risultato di regolaritd per equazioni
ellittiche.

3 — Per dimostrare il Teorema di esistenza nel caso generale si premette il
seguente lemma che fornisce una opportuna regolarizzazione della funzione ¢

(cfr. [1]). Si ponga g(r7) = lim g(s) e g(r*) = lim+ 9(s).

Lemma. Sia g una funzione reale che soddisfa in R le ipotesi (1.3)-(1.5).
Allora esiste una successione di funzioni reali monotone non decrescenti {g,,}
con g, € C1R), 9,,(0) =0 e soddisfacenti in R lipotesi di crescita polinomiale
(1.4) (per opportune costantt reali positive y;, yi, Ky e Ki) per le quali sussiste
la seguente proprield

(L) Fissato n> 0, per ogni ¢ > 0 esistono un numero positivo &, ed un in-
dice m, (dipendenti anche da =n) tali che se |E—n|<é. risulta
I ) —e< g, <g&xn)+ < per ogni m=m,.

Dim. Si consideri una funzione ¢:C”(R), ¢(r)=0, suppé c [0, 4] con
fé() dr=1, e si costruiscano le funzioni
R

8.1 I (1) = G () + g (7)
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dove si & posto:

0 ser<0 - ) = 0 se r=0
g se r>0 g g(r) se r<0

gt =
g @ =m[g*(r—s)¢(ms) ds gn@ =m[g~(r+s)é(ms) ds.
R R

Si pud facilmente verificare che le funzioni (3.1) appartengono a C” (R), sono
monotone non decrescenti e che g,,(0) = 0. L’ipotesi di crescita polinomiale (1.4)
viene invece garantita dalle seguenti diseguaglianze:

gn<g*@r)<y@P +K per r=0
Im () =0 per 0 <r<dg/m

g5 = g* (r— 8/m)*) = o (r— 8/m)P 1~ K,

= (yo/2)(r)? ™1 = Ky (m) per r>4/m
InM =g ")z -y (=P 1=K, per r<0
Im (M) <0 per —d/m<r<0

I < g™ (r+8/m)") < —yy(—r— 8/m)P "1+ K,

< —(y0/2)(=7)P "+ Ky (m) per r < —4&/m

con K,(m) costante reale opportuna tale che K,(m) | K, per m — +o. Infine
per dimostrare la proprietd (&) si procede come in [1].

Si riprenda ora la dimostrazione del Teorema di esistenza considerando le
equazioni

(11)m Uy (t, x) — [gm (U, (t, x))]x = Uyt (t; x) =f(t) ).

Per quanto affermato in 2 e per il precedente lemma, esiste una successione di
funzioni {u™(f, )} soluzioni deboli dei problemi di Cauchy (1.1),,-(1.2) per le
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quali valgono le seguenti maggiorazioni

Sup [ Ollwyr@ < C Sup fuf* B2 < Ce
0<st<sT o=st=sT
3.2)
Sup |lugs ®llz@) < Cs Sup  lgm @l @ONr @ < Cs
O0st<T 0st=sT

T
Of”%zm 2 dt < Cs

dove le costanti C; sono indipendenti da m.
Considerando un’opportuna sottosuccessione {u’} si ottiene allora

w*—lim ' =u in L*(0, T), Wy?(Q))
w¥* — ylln}c U = Uy in L0, T), L))
w— Hm wf =, in L2((0, 1), H;(Q))
lm =, in L*(Qr)
(3.3) .,h;HL Uy, ) =u,t, x) per g.o. (¢, )€ Qr
(3.4) w— lim g, (ug) = x in L? (Qr).

Da un lemma di Mazur e dalla (3.4) per ogni p > 0 e v = p, esistono delle costanti
reali ¢, positive con X ¢, =1 tali che hIf} (2 ¢png,wy)) =y in L? (Qp); in
v=p P+ v=p

particolare esiste dunque una sottosuccessione {p’} tale che

(8.5) Lim ( 2 g, Wi, @) =yxE, x)  per q.o. (¢, )€ Qr.

pl— 4 v=pl

Si consideri un punto &, ®) in cui valgono la (8.3) e la (3.4). procedendo come in
[1] si dimostra facilmente che g((u, (t, &))< x(¢, %) < g((u, (&, 7)*), ossia che
x(, %) € g(u,(t, %)). Passando al limite per v— +% nellequazione

(ugt @) — (g, Uy () — atgne (O — F(8), Vw10 @y, wpr@y =0
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si ottiene infine

(uy (O — (Z(t))x = gy () “‘f @, ’U)W-LP‘(Q), Wee @) = 0.
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Sunto

St introduce la nozione di soluzione debole del problema di Cauchy per una equazione
riguardante fenomeni di viscelasticita non lineare ¢ se ne dimostra Uesistenza.

B



