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T. CARDINALI ¢ F. PAPALINI (¥)

Una estensione del concetto di midpoint convessita

per multifunzioni (*%)

1 - Introduzione

Molti Autori (cfr. [2], [4], [5], [8], [9]) si sono occupati del problema di
stabilire per funzioni f:R— R, additive o midpoint convesse ('), quali condizioni
fossero sufficienti ad assicurarne la continuita. I risultati ottenuti, successiva-
mente, sono stati generalizzati a spazi lineari topologici da P. Fischer-
7Z. Slodowski [3], L. Thibault [11] e da altri.

Recentemente, K. Nikodem in [7] ha ripreso in esame il problema non
limitandosi perd a studiarlo per funzioni ad un sol valore ma nel contesto pitt
generale di multifunzioni. In particolare, detti X e Y spazi lineari topologici T, D
un insieme aperto e convesso di X, e indicata con GB(Y) la famiglia dei
sottoinsiemi limitati di Y, I'Autore prova che ogni multifunzione F:D— SB(Y)
midpoint convessa su D (%) & continua su D se esiste un aperto A c D ove F sia
limitata.

Noi qui abbiamo fornito per una multifunzione F una definizione puntuale di
midpoint convessitd (midpoint concavita), che abbiamo chiamato midpoint*corn-
vessita (midpoint*concavita), la quale, se & verificata in ogni punto di D,

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, Via Vanvitelli 1, 1-06100,
Perugia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 30-III-1989.
() Ricordiamo che una funzione f: R—R si dice midpoint convessa se risulta

rEEh<tir@ i va, yer.

(®» Cfr. qui la definizione data pilt avanti in 2.
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rappresenta una condizione piut debole di quella utilizzata da K. Nikodem (cfr. qui
Osservazione I). Abbiamo provato che, nella classe delle multifunzioni limitate
addirittura su tutto D, la midpoint*convessita su D non basta perd ad assicurare
la continuita su D della F' (cfr. qui Osservazione II); tuttavia, nella classe delle
multifunzioni limitate in un intorno di un punto w, € D, sussistono le seguenti
proposizioni (cfr. qui Teorema 3.2 ¢ Teorema 4.3):

1.1) F midpoint*convessa in xy=>F semicontinua inferiormente in x,.

1.2) () F midpoint*concava in
. L =F semicontinua superiormente in x,.
(i) F(xy) midpoint convesso

Vogliamo osservare esplicitamente che, nella classe delle multifunzioni F'
limitate in un intorno di un punto 2, € D (addirittura in tutto D), la sola ipotesi di
midpoint*concavita in x, non basta ad assicurare che la F sia in questo punto
semicontinua superiormente (cfr. qui Osservazione IV). Del resto, la richiesta
che l'insieme F(zo) sia midpoint convesso & fatta implicitamente anche in (1.1),
poiché di tale proprietd gode ogni multifunzione F midpoint*convessa
in .

Nel nostro ordine di idee la continuitd della multifunzione F viene assicurata
se F' & midpoint*additiva, cioé se & midpoint*convessa e midpoint*concava (cfr.
qui il Corollario di 5).

Vogliamo intanto precisare che le proposizioni da noi conseguite hanno natura
locale e pertanto possono essere utilizzate anche a multifunzioni F' che verificano
le proprieta richieste in un punto z,e D e non in tutto D.

Osserviamo, inoltre, che il nostro Corollario di 5, pur non contenendo il
Teorema 1 di K. Nikodem, ne rappresenta, come abbiamo illustrato nell’Osserva-
zione V, una estensione: esistono, infatti, multifunzioni che verificano le ipotesi
del nostro Corollario in ogni punto di D ma non quelle del citato Teorema di
K. Nikodem. ’

Vogliamo osservare, infine, che la proposizione (1.2) non & conseguenza della
(1.1), come si potrebbe essere indotti a ritenere pensando alle funzioni
monodrome: per queste invero da una proprietd valida per funzioni midpoint
convesse se ne deduce banalmente un’altra per funzioni midpoint concave, poiché
dall’essere f midpoint convessa segue che —f & midpoint concava. Poiché perd
esistono multifunzioni F' midpoint convesse tali che — F non & midpoint concava,
la situazione descritta per funzioni monodrome mon si ripresenta nel caso di
multifunzioni. La cosa non deve sorprendere se si tiene presente che i concetti di
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multifunzione midpoint convessa e di multifunzione midpoint concava, sono
concetti ben distinti da quelli di midpoint convessita e di midpoint concavita
per funzioni monodrome.

2~ Siano X e Y due spazi lineari topologici T, (cfr. [12], Definizione 13.1). Un
insieme A cY si dice (efr. [10], pag. 127) limitato se

2.1 per ogni W e 9/(0) esiste un numero y>0 tale che yA c %/

ove 9/(0) & una base di intorni dello zero in Y. Posto
2.2) LY)={ScY: S#0}

una multifunzione F: X— #{Y} si dice (cfr. [1], pag. 45) semicontinua
inferiormente in un punto x,e X se

(s.c.i.) per ogni We 9/(0) esiste un intorno U dello zero, U c X, tale che
Flep)cFlx)+ W Veexy,+ U;

mentre F si dice (cfr. [1], pag. 45) semicontinua superiormente in xye X se

(s.c.s.) per ogni We 7/(0) esiste un intorno U dello zero, U c X tale che
F@)cFlay+W VYeex,+ U.

La multifunzione F si dice continua in un punto x,e X se & semicontinua
inferiormente e semicontinua superiormente in tale punto ).

Una multifunzione F: X— P(Y) si dice (efr. [7], pag. 46) limitata su un
insieme A c X se linsieme 1351 F(x) & limitato in Y (cfr. (2.1)).

Un insieme D c X si dice midpoint convesso (*) (cfr. [9];, pag. 252) se

©.3) %(wl +a)eD Va, @seD.

() La definizione di continuitd qui introdotta & equivalente alla definizione di
continuitd rispetto alla topologia di Hausdorff in #(Y) (cfr. [7], pag. 46).

(*) Insiemi siffatti sono anche noti nella letteratura come insiemi J-convessi (cfr. [6],
pag. 111).
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Diremo con K. Nikodem (cfr. [7], pag. 47) che una multifunzione
F: D— P(Y) ¢ midpoint convessa su D se risulta

x1+’Uz

2.4 = [F(ml) + Fle))] c F(———) Y, 22€D.

Diremo, inoltre, che la multifunzione F: D— £(Y) ¢ midpoint*convessa in
un punto x,€ D se esiste un intorno U dello zero, o+ U c D, tale che

©.5) —wmﬂwmmcm”+%

) Veewx,+ U;

mentre diremo che F & midpoint*concava in x, se esiste un interno U dello zero,
xo+ U c D, con la proprieta

2.6) Fﬂ+%

o [F(oc) + F ()] Veex,+ U.

Diremo che la multifunzione F' & midpoint*convessa su D (midpoint*concava
su D) se & midpoint*convessa (midpoint*concava) in ogni punto x,€ D.

Diremo, infine, che la multifunzione F' & midpoint*additiva in un punto xy,e D
(su D) se & midpoint*convessa e midpoint*concava in «, (su D).

Osservazione I. E subito visto che ogni multifunzione F: D— Z(Y)
midpoint convessa su D & midpoint*convessa su D. In generale, perd, non
. sussiste 'implicazione inversa. Infatti, essendo X =Y =R, & immediato ricono-
scere che la multifunzione F: X— £(Y), ove

{0} r=0

F(x) =
[—1, 1] 2#0

- & midpoint*convessa su X, mentre non & midpoint convessa su X.

3 — Andiamo ora a provare il seguente Lemma che utilizzeremo per
conseguire il Teorema 3.2.
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Lemma 3.1. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insieme
aperto e midpoint convesso ¢ F: D— LX) (cfr. (2.2)) una multifunzione
midpoint*convessa in xy € D.

In queste condizioni esiste un intorno U dello zero, xo+ UcD, con la
proprietd

3.1) %F(cc)Jr(1~§1;)F(x0)cF(—zl;x+(l-——21p—)wo) Viex,+U VpeN.

Iniziamo con l'osservare che, per ipotesi, & possibile determinare un intorno
U dello zero, xy+ U ¢ D, che non & restrittivo supporre bilanciato (cfr. [10], pag.
123), con la proprieta

x“]'.’lx'o

3.2) *[F(x) + F(xg)] c F( ) Veex,+ U

che altro non e che la (8.1) per p = 1. Fissiamo ora un numero naturale p>1e sia

xexy+ U. Posto A, =... =Ay_; = F(x,), risulta
3.3) *I—F(m)+(1—i)F(oc)ci[F(x)+A + ...+ A ]
. 90 97 0 op 1 eee 2P_1
=2 1{ [F(x) + Fag)] + 5 [Az +Agl+...+ 3 [sz 2t Agry1}
2+
CEp—l[F( SY+ Ayt e+ Agei ]

Ripetendo poi questo procedimento j volte, j <p, e tenendo presente che il
x+ (2j—1 - 1) Lo

punto P

exy+ U, segue

x+ (27— 1)z,
2i

(B4) 55 F@)+ (1~ o) Fla) ¢ 5 [P ) Ayt e+ Agpriy]

e quindi

(3.5) E%F(ac)+(1 ——217)1?(900) cF($m+ a —%)xo).
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Siamo ora in grado di provare il

Teorema 3.2. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, Dc X, un
msieme aperto e midpoint convesso ¢ F': D— P(Y) una multifunzione con le
proprietd:

i) F sia midpoint*convessa in xy€ D; ‘

(i)  esista un intorno I dello zero, xy+ I c D, in modo che F' sia limitata in
Lo+ 1.

In queste condizioni, F risulta semicontinua inferiormente in x,.

Per conseguire la tesi basta provare che la multifunzione G: D — zy— 2(Y)
definita ponendo

(3.6) G(x) = F(x + x) VeeD—a,

& semicontinua inferiormente nel punto 0 € D — x,.
A tale scopo, fissiamo un intorno We 9(0) e sia V e #/(0) con la proprieta

3.7 V+VcW.

Da (ii) segue che la multifunzione @ & limitata nell'intorno I e pertanto i due
insiemi G(0) e Y G(y) sono limitati in Y. Risulta allora che le multifunzioni

3.8) t—(1-H)GO0) VieR

3.9 te>t Y Gy VieR

sono continue in ¢=0: in corrispondenza del fissato intorno V (cfr. (3.7), &
possibile determinare un numero ¢>0 in modo che risulti

(3.8), 1A-DGFO0) cGOY+V (3.8), GO cA-HGEO+V
(8.9 t Y GypcV (8.9), {0}ct Y Gy +V

per ogni te]-¢, 4.
Poiché peraltro da (i) segue che G & midpoint*convessa in 0eD — (%),

() E immediato constatare che l'insieme D —x, & aperto e midpoint convesso.
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tenendo presente il Lemma 3.1, fissato % € IN, %e 1- 38, ¢, esiste un intorno U
dello zero, y+ U c D con la proprieta

1
271

1

N -
(3.10) >

G + (1 - )G(O)CG(—;—{;) vyel.

Considerato allora Iintorno dello zero J =515(I N U) e fissato x e J, esiste

gelnU tale che x= 5{;@] Risulta pertanto

Ly G(y).

160 c 6w -% =Y

3.1 1-— :
( ) ( 271. 27L

G@) cG@) —

Dalla (3.8),, tenendo presenti (3.11), (3.9); e (3.7), si ha infine

(3.12) G(O)c(l——z%)G(O)+VcG(m)—2iﬁ- U G@)+V cG@ +W

ciogé G & semicontinua inferiormente in 0.

Osservazione II. Vogliamo osservare che le ipotesi del Teorema 3.2 non
sono sufficienti ad assicurare la continuitd della multifunzione F' nel punto y: ¢id
segue dall’esempio riportato nell’Osservazione 1. Inoltre tale esempio ci permet-

te anche di affermare che esistono multifunzioni F': D— (YY) midpoint*conves-
se e limitate su D, ma non continue su D.

4 — Andiamo ora a conseguire una condizione sufficiente per la semicontinuita
superiore di una multifunzione. A tale scopo premettiamo due Lemmi.

Lemma 4.1. Per ogni sottoinsieme A di uno spazio lineare topologico T,
sussiste la seguente implicazione '

“.1) A midpoint convesso=A convesso ().

(®) A rappresenta la chiusura di A.
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Fissati ¢, ¥ € A e un numero « € [0, 11, & possibile determinare una successio-
ne {a}»cl0, 1], a, numero diadico ("), che converge ad «. Poiché dall’ipotesi
segue che I'insieme A & midpoint convesso, risulta (cfr. [6], Lemma 1, pag. 111)

4.2) @+ (1 —a)yecA YneN

da cui per l'appunto

4.8) ar+(1—a)yeA.

Lemma 4.2. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insieme
aperto e midpoint convesso, F: D— P(Y) una multifunzione con le proprietd;

i) F sia midpoint*concava in xge D;

(i) F(xy) sia midpoint convesso.

In queste condizioni, esiste un intorno U dello zero, xo+ U c D, tale che

(4.4) F(Elp—w+(1—~§1;)x0)c§1;F(x)+(1—%)1"(560) Voew+U VpeN.

Procediamo per induzione. Intanto la tesi & vera per p = 1, poiché in tal caso
la (4.4) segue ovviamente da ().

Resta da provare che se la (4.4) sussiste per p=n—1, essa continua a
sussistere per p =n. A tale scopo, essendo U l'intorno determinato in corrispon-
denza di p=1, intorno che non & restrittivo supporre bilanciato, fissiamo
x e xy+ U. Risulta

(4.5) F(§;%+(1 )oco) F(Z(zn 1x+(1—2n <) %o + o))

Dall’ 23_1 + U, e quindi da
(4.5) e dall’ipotesi (i) segue
(4.6) (§x+(1—§)xo)c F( 2”" x+(1- 2n_ =) @) + 3 F(xo)

(M Ricordiamo (cfr. [6], pag. 111) che si dicono numer:i diadici gli elementi

dell'insieme {z eR: x=§]%, keZ, peNu{0}}.
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Tenendo poi presente lipotesi induttiva e il Lemma 4.1 possiamo scrivere
infine

4.7 (—-x+(1———)w0)c (g F@)+ A -

2 2n— 2n— )F(xo)) +5 F(xo)

2”‘

=~nm+u~—x ‘Fwa

= TG 5 F@) + (-5 Tl

Sussiste il

Teorema 4.3. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, DcX un
insieme aperto e midpoint convesso, F: D— P(Y) una multifunzione con le
proprietd:

(G) F sia midpoint*concava in x, € D.

()  F(xysia midpoint convesso.

(Jii)  Esista un intorno I dello zero, xy+ I ¢ D, in modo che F sia limitata
m xy+ 1.

In queste condizioni, F' risulta semicontinua superiormente in x,.

Anche qui (cfr. Teorema 3.2) per conseguire la tesi & sufficiente provare che
la multifunzione G: D — xy— R(Y), ove

4.8) Gx)=F(x+ xp) VeeD —ux

& semicontinua superiormente in 0e€.D — x,.
Sia We #(0) e Ve 9/(0) un intorno bilanciato scelto in modo che rlsultl

4.9) V+V+VcW.
In virth dell’ipotesi (jjj) le multifunzioni

(4.10) t—>(1-t)GO0) Vter (4.11) twt;EJIG(y) VieR

sono continue nel punto ¢=0, ed esiste pertanto un numero ¢>0 tale che

(4.10), 1-9G0) c GOy +V (4.11), ty Gy)cV

per ogni te]—4, 4.
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Essendo la multifunzione G midpoint*concava in 0 € D — x, (cfr. qui ipotesi (3))
per il Lemma 4.2 & possibile determinare un intorno U dello zero, %, + U ¢ D, con
la proprieta

(4.12) oyt

1 e
on on G(y) +( 271) G(0) VyelU VYneN.

Fissato un numero % €N in modo che Elg<o‘, andiamo a considerare in X
Pintorno dello zero J =—21—7_L(I N U). Per ogni x eJ esiste un punto geln U in
modo che :c=—2%?] e pertanto, tenendo presente che G(0) c G(0)+V e (4.12),
(4.10),, (4.11);, (4.9), si ha infine

1

o Lyzocl v ep+c0+veeom+w.

(4.13) G(m) C on Ot yel

G +A1A-

Osservazione III. Facciamo osservare che le ipotesi del Teorema 4.3 non
sono pero sufficienti ad assicurare la continuita di F nel punto x,. Infatti, essendo
X =Y =R, & subito visto che la multifunzione F': X— £(Y), ove

[-1,11 2x=0
4.14) F(x) =
{0} x#0

soddisfa alle ipotesi (j), (3j), (jij) nel punto x;=0, ma non & continua in tale
punto.

Osservazione IV. Osserviamo, infine, che lipotesi di midpoint convessita
richiesta, nel Teorema 4.3, per l'insieme F(xy) non pud essere rimossa, poiché
esistono multifunzioni F': D— 2(Y) che sono midpoint*concave in x, e limitate
in un intorno di tale punto, ma non semicontinue superiormente in x,. Infatti,
essendo X = Y =R, & immediato riconoscere che la multifunzione F: X— #(Y),
ove

]
o

{0, 2} x
4.15) F(x) =
{0, 1, 2} x#0
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& midpoint*concava in %, = 0 e limitata in un intorno di tale punto (addirittura in
tutto X), ma non semicontinua superiormente in x, = 6.

5 — Dai Teoremi 3.2 e 4.3, tenendo presente che se la multifunzione F' &
midpoint*convessa in un punto x,, l'insieme F(x,) & midpoint convesso, segue il

Corollario. Siano X, Y due spazi lineari topologici Ty, D c X un insieme
aperto e midpoint convesso, F': D— P(Y) una multifunzione con le proprietd:
() F sia midpoint*additiva in xye D;
(az) esista un intorno I dello zero, xy+ I c D, tale che F sia limitata in ao+ 1.
In queste condizioni, F' risulta continua in .

Osservazione V. Vogliamo osservare esplicitamente che il nostro Corol-
lario estende il Teorema 1 conseguito da K. Nikodem in [7]: esistono infatti
multifunzioni F, definite in un insieme D aperto e convesso e a valori nella
famiglia dei sottoinsiemi (non vuoti) limitati di Y, che sono midpoint*additive su
D e che soddisfano I'ipotesi (««) in ogni punto «, € D, ma che non sono midpoint
convesse su D come risulta dal seguente

Esempio 5.1. Siano X=Y =R e F: X— A(Y) la multifunzione definita
ponendo

fe, 0] <0
(5.1) F(x) = {0} x=0

[0, «] x>0.

Se x; =10, & subito visto che
(5.2) % [F(x) + F(0)]= F(%) VeeX;
- _ || .
se 270, scelto U=1—1n, 5[, ove 5 =5 risulta
+

5.3) -%—[F(oc) + Flap] = F(52) Veew+ U

e pertanto la nostra F & midpoint*additiva su X.
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Inoltre & immediato verificare che

(6.4)

F & limitata in xy=]1-1, 1f Vy,e X

e quindi sussiste anche lipotesi (a«) in ogni punto di X.
Tuttavia, la nostra F non & midpoint convessa su X (cfr. qui (2.4)). Scelti, ad
esempio, @, =—2 e 2, =2, risulta

(6.5)

(1]
(2]
(31
[4]

(5]
(6]

[7]

(8]

[9]

[10]

(11]

[12]

J.

S.

P.

M.

ol

%[F(—2)+F(2)]=[— 1, 1¢ F(0)={0}.
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Abstract

In this note we introduce the definition of midpoint*convex (midpoint*concave)
multifunction on a point. We present o sufficient condition for a midpoint*convexr
(midpoint*concave) multifunction on o point to be lower-semicontinuous (upper-semi-
continuous) on the some point.

The results here obtained extend a theorem due to K. Nikodem.







