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KeriM Koca (%)

Pseudoholomorphe Logarithmusfunktionen (*¥)

Die komplexe logarithmische Funktion erfiillt das komplexe Differentialglei-
chungssystem

¢)) w; =0 w,=0-e™ @E=z+iy, Z=x—1iy)

fir 2#0, —r<argz<r, w:=Logz=log|z| +iargz.
Wir betrachten jetzt das komplexe partielle Differentialgleichungssystem

(2) ‘ w; = Az, 2)e™ w,= Bz, 2)e™

wobei die Funktionen A und B differenzierbar in einem einfach zusammenhén-
genden Gebiet D c C sind. Wir nehmen an, dass das Gebiet D den Nullpunkt
nicht enthilt.

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, unter welchen Bedingungen die
Losungen des Systems (2) die Funktionelgleichung

&Y w(2122) = w(21) + w(2y)

fiir alle 2, 2z, €D erfiillen.
Wir definieren jetzt eine Funktion T'(z), die die folgenden Eigenschaften
besitzt: -

() T(zy25) = T(2) T(zy) fiir alle 2z, zo€ D @ T')=1 1eD

@
() —r<arg[TR)I<n= (iv) T besitzt keine Nullstelle in D.

(*) Indirizzo: Ankara Universitesi Fen Falkiiltesi, Matematik Boltimii, TR-06100

Tandogan-Ankara.
(**) Ricevuto: 4-VIII-1988.
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Z.B., wir konnen die Funktion T speziell so wihlen
TR =z T) =1 T(z) =22 T(z) = exp[g(Liog 2)]

mit —»<argz<=und g eine additive Funktion, d.h.g. (2, + 2;) = g(z,) + g(2) fiir
alle z,, z,eD.

Das System (2) losbar genau dann, wenn A, = B; ist. Wir beriicksichtigen nun
die Funktion

5) Wi(z) = Log[T(2)].
Hierbei sei T eine Funktion, die Eigenschaften (4) erfillt.
Satz 1. (a) (5) ist eine Losung von (2), wenn die Relationen
(6) T:=A T.=B

giltit sind.
(b) Wenn T eine die Relationen (6) geniigende Funktion ist, dann ist die
allgemeinste Losung in der Form

) w= Log[T(z) + c]

mit ¢ e C schreibbar.
(¢) Wenn T neben (6) den Eigenschaften (1)-(iv) in (4) gewiigt, dann erfillt die
Losung (5) die Funktionelgleichung (3). Ausserdem gilt W(1)=0.

Beweis. (a) Es sei (6) giiltig. Dann kann man aus (5)

W,= T =Tee 80 = Te™ = Ae™V
®

W,=T

schreiben. Also ist die Funktion (5) eine Lésung von (2).

(b) Wenn (6) gilt, dann kénnen wir aus (2)

i Wy — =T, —i Wy o B —
€) az(e) A=T; az(E) B=T,
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schreiben. Hieraus erhilt man durch Integral nach z und 2

w = Log[T(2) + ¢(2)] w = Log[T(2) +(2)]

mit ¢ holomorf, ¢ anti-holomorf in D. Weil wir uns mit den emdeutlgen Liésungen
von (2) beschiftigen, mul ¢ =¢=ceC sein.

(e) T sei neben (6) die Eigenschaften (i)-(iv) in (4) erfiillt. Dann gilt fiir alle
21y R € D

W(z122) = Log[T(21 22)] = Log[T(z1) - T(2)] = W(zy) + W(z).
Weil T(1) =1 ist, gilt die Eigenschaft W(1) = 0.

Es sei w eine Lsung von (2), die in der Form (5) schreibbar ist. Dann ist die
komplexe Differential von w

10) dw =w,dz +w;dz.
Wenn wir in (10) die Polarkoordinaten

x=1tcosf y=1tsind
verwenden, dann ergibt sich
1) dw = [(Be” + Ae ") dt + it(Be” — Ae") do]e>.
Andererseits gilt fiir die Funktion

(12) w(t, 6)=Loglx(, 0)]

(13) dw(t, 6) =

e t 5 dy(t, ) =09 dx(t 6).

Hierbei ist y eine Funktion, die neben der Eigenschaften von 7 in (4)
(14) wn=A 2:=B

erfiillt und besitzt in D keine Nullstelle. Wenn wir (11) mit (13) vergleichen, dann
konnen wir

(15) dx(t, 6)=(Be?+ Ae ") dt + it(Be” — Ae~?)dp
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schreiben. Daraus folgt

(16) x= [(Be®+ Ae ) dt + 1t(Be” — Ae *)do

wobel I'(zy, ) eine hinreichend glatte Kurve in D, deren Anfangspunkt z,
Endpunkt 2(z #2,) ist. Also ist die Funktion

amn w = Log[ [ (Be? + Ae ™) dt + it(Be” — Ae™*) d6]

eine Losung von (2) in Polarkoordinaten unter Bedingung (14). Wenn es
—r<arglx(@] <= gilt, so ist (17) eine eindeutige Losung von (2).

Folgerung. Wenn die Funktion y die Eigenschaften (1)-(iv) in (4) erfillt,
dann geniigt die Funktion (17) der Funktionelgleichung (8) fiir alle z,, z.e D
und w(l)=0.

Beweis. Beweis ist klar, weil w(z) = Logl[x(2)] ist.
Aus (15) kann man

(18) %= Be? + Ae™ %o = 1t(Be® — Ae™)
schreiben. Wir berticksichtigen nun die Funktion
19) w(z) = Loglx(2)].

Satz 2. Es sei w eine Losung des partiellen Differentialgleichungssystems
(2), die in der Form (19) schreibbar ist. Die Funktion x erfiillle die Eigenschaft
x(1) =1 und (18). w geniigt der Funktionelgleichung (3) fiir alle z;, 2, € D genau
dann, wenn eine lineare Funktion g existiert, die die Relationen

A(te®) e + B(te?) e? = % {exp glLog(te™]}
20
A(te®)e ™ ~ B(te®) e = it™! é% {exp g[Log(te®)]}

erfullt, wobei z=1te® —z<6<m sind.
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Beweis. Es sei w eine Lésung von (2) in der Form (19). Ausserdem
nehmen wir an, daf die Funktionelgleichung w(z; z,) = w(z;) + w(z,) fiir alle
21, e D gilt. Also ist

1) w(#122) = Loglx(z1 20)] = w(zy) + w(zy) = Logly(2:)] + Loglx(x,)] .

Nach (21) mufl y die Funktionelgleichung

(22) 2(2129) = x(21) - x(22)

erfilllen. Aber die Funktionelgleichung (22) besitzt eine Lésung.in der Form
(23) %) =expg(Logz)

wobei g eine lineare Funktion in D ist. Dann ergibt sich die Relation (20) unter
Verwendung (18). Umgekehrt: Wir nehmen nun an, daf (20) gultig ist. Weil
w = Log[x(?)] eine Losung von (2) ist, erfiillt 5 (18). Weil (20) gilt, erhilt man die
Funktion y unter Verwendung »(1) =1 in der Form (23). Dann gilt es (22) und

daraus (3). .

Beispiel 1. Es seien A(2) = b2°(2)"™, B(z) = az*"'(2)® mit a, be R — {— 1},
2% 0. Hieraus kann man

Ae P+ Be? = -aa—t {exp[Log(t*** -7}

Ae~?— Be® = 471 —a% {exp[Log(t**? e®a-]}

schreiben. Also ist g(z) =az+ bz oder g[Logz]=aLogz+ bLogz. Weil die
Relationen (20) giiltig und A,=B; sind, ist die Funktion w=g(Logz) eine
Lasung von (2), die die Funktionelgleichung (3) und w(1) =0 erfillt.

Beispiel 2. Es seien 4, B und 6 konstant und A # B. Dann kann man die
Funktion y aus (15) y(#)=AZ+ Bz+« erhalten, wobei « eine willkiirliche

Konstante ist. Die Funktipn

(24) w=Log{A%Z + Bz + a]
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ist eine Losung von (2). Andererseits erfiillt (24) die Fuhktionelgleichung (3) und
w(1) =0 im Allgemein nicht. (Wenn man « =0 wihlt, gilt das auch nicht.) Denn
man kann keine lineare Funktion g finden, die die Eigenschaften in (20) besitzt.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das komplexe partielle Differentialgleichungssystem

w; = Ae™", w,= Be™ behandelt und untersucht, unter welchen Bedingungen die Losun-
gen dieses System die Funktionelgleichung w(z,z5) = w(z,) + w(zy) erfiillen.
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