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FRANCO TRICERRI (¥)

Varieta riemanniane
che hanno la stessa curvatura di uno spazio omogeneo
ed una congettura di Gromov (¥%)

1 - Introduzione

Sia M = G/H uno spazio omogeneo munito di una metrica riemanniana G-
invariante § ed O un punto fisso di M.

Diremo che la varieta riemanniana (M, ¢) ha la stessa curvatura dello spazio
modello (M, §) se, per ogni punto p di M, esiste un’isometria F tra lo spazio
tangente in p a M e quello tangente in O a M tale che

(1.1) F*Ry,=R,

dove Ry e R, sono, rispettivamente, i tensori di curvatura di Riemann calcolati in
O ed in p delle due varieta. ‘

Se (M, g) ha la stessa curvatura di (M, §), essa &, in particolare, a curvatura
omogenea. Infatti, per ogni coppia di punti p e ¢ di M, si pud costruire
un’isometria f:T,M—T M tale che il pull-back di R, in f sia uguale a R,.
Naturalmente cid non & sufficiente per poter affermare che (M, g) sia (localmen-
te) omogenea, anzi cid & falso in generale come provano gli esempi di 3. Tuttavia,
se (M, g¢) ha la stessa curvatura dello spazio modello (M, §), per ogni punto p di
M potremo scegliere un riferimento ortonormale di 7, M tale che le componenti
di R, siano uguali a quelle di B, calcolate rispetto ad un riferimento ortonormale
prefissato di To M. Nel sistema (&', ..., 2") di coordinate normali geodetiche ad
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esso associato potremo scrivere

(1.2) 9i=2Sj— % S Ry " o + termini di ordine superiore
ok

dove le g; sono le componenti locali del tensore metrico e le Rihjk le componenti di
Ro. Dunque la varieta (M, g) & approssimata in ogni suo punto, fino al secondo
ordine, dallo stesso spazio omogeneo (M, §). Volendo si potra dire che (M, g) ha
come spazio osculatore in ogni suo punto la varietd omogenea M, 9).

Sia ora (M) Vinsieme delle metriche riemanniane di M che hanno la stessa
curvatura dello spazio modello (M, §. Due metriche di #Zy(M) saranno
considerate equivalenti se esiste un diffeomorfismo ¢ di M in sé tale che

gty =g.

Le classi di equivalenza delle metriche di .#y(M) saranno i punti dello spazio det
moduli

IC= A M)/Diff(M) .

Conoscere JC significa conoscere quante sono le metriche su M che hanno la
stessa curvatura di (M, §) e che non sono isometriche. A questo proposito & stata
formulata la seguente:

Congettura (M. Gromov, cfr. [2]). Se M & compatta JC ha dimensione
finita.

Cid significa che le classi di isometria delle metriche su M che hanno la stessa
curvatura di (M, §) dipendono solo da un numero finito di parametri se la varieta
M & compatta.

Questa congettura potrebbe essere studiata da un punto di vista infinitesima-
le, studiando le deformazioni delle metriche di #Zy(M) come in [4] o [1]. In
generale tale approccio si presenta difficile, ma si semplifica notevolmente se le
strutture in questione ammettono tutte uno stesso modello locale, ad esempio se
fossero tutte localmente isometriche a (M, §) (si veda in proposito la discussione
del problema analogo nel caso delle strutture di Einstein nel capitolo 12 di [3].

Motivati da queste considerazioni c¢i proponiamo di studiare innanzitutto il
seguente problema locale
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Problema. Classificare, a meno di isometrie locali, le varietd riemannia-
ne (M, g) che hanno la stessa curvatura di uno spazio omogeneo riemanniano

M, §.

E chiaro che la risposta a questo problema dipende dalla natura dello spazio
modello (M, ). Ad esempio, se (M, §) fosse una forma spaziale, ciod una varieta
riemanniana a curvatura sezionale costante, allora anche (M, g) sarebbe a
curvatura sezionale costante e percio localmente isometrica allo spazio modello.
Questo fatto &, in realtd, un caso particolare di un risultato pitl generale che
dimostreremo nel prossimo paragrafo (Teorema 2.1). In 3 esamineremo invece
alcuni esempi che saranno particolarmente utili nel riaffrontare la discussione
della congettura di Gromov e concludere.

I risultati esposti nel presente articolo sono stati ottenuti in gran parte in
collaborazione con O. Kowalski e L. Vanhecke e sono contenuti in lavori in corso
di stampa o di redazione (cfr. bibliografia). Nuovo & 'approccio allo studio degli
esempi di 3 tramite le deformazioni di metriche invarianti.

2 - 1I problema di classificazione
Come anticipato nell’introduzione comineiamo col provare il

Teorema 2.1. Sia (M, g) una varietd riemanniane che ha la stessa
curvature di uno spazio simmetrico irriducibile, allora (M, g) & localmente
simmetrica quindi localmente isometrica allo spazio modello.

La dimostrazione di questo Teorema ¢ semplice, ma istruttiva. Si basa sulia
formula di Lichnerowicz [12] (efr. anche [15]).

Osserviamo innanzitutto che, nelle ipotesi del teorema, il tensore di Ricci v
caleolato in p di (M, @) & il pull-back del tensore di Ricci 7 di (M, §), calcolato in
O, nell'isometria F' di T,M in ToM, cioe

F¥ig)=7r,.

Dunque (M, g) & di Einstein perché (M, §) & uno spazio simmetrico irriducibile e
quindi di Einstein. Possiamo allora utilizzare la formula di Lichnerowicz, che nel
caso einsteiniano si semplifica e si scrive come segue

@.1) — A|RIP = 2IDRJF + 2 |Rlp - 4 ~ .
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Qui DR & il differenziale covariante del tensore di Riemann R rispetto alla
connessione di Levi Civita D, s =traccia (r) & la curvatura scalare e R, R sono
due invarianti cubici dati rispettivamente da:

2.2) ‘ ]% = E RilijIpmq Rpiqj
(23) R = 2 Rijlm lepq quij .

In queste formule si & posto By, = g(By e, €n), dove (e, ..., ¢, & un riferimento
ortonormale arbitrario. ‘
Se (M, g) ha la stessa curvatura di (M, §), otteniamo immediatamente che

2.4) s=5 |R|=|B| B=E R=R.

In particolare ||R| & costante, cosi
@.5) o=ame+%ﬁmW~4é—é.

D’altra parte la formula (2.1) implica che per ogni spazio simmetrico irriducibile
(M, §) si abbia

2.6) %g[p%[]?—zu% ~R=o0.

Si deduce cosi dalla (2.5) e dalla (2.6) che |[DE|?= 0, quindi DR = 0 e la varieta &
localmente simmetrica. L’esistenza di un’isometria locale con lo spazio modello
(M, §) segue da risultati standard (cfr. ad esempio [8]).

Nella precedente dimostrazione Pipotesi di irriducibilita di (M, §) serve solo
per dire che 074 ,§) e quindi (M, ¢) sono di Einstein. Percio il Teorema 2.1 & valido
anche solo supponendo che lo spazio modello sia di Einstein, non necessariamente
irriducibile. Se si tenta perd di estendere il risultato al caso riducibile non
einsteiniano occorre utilizzare un argomento pilt complesso come in [16] o la
classificazione degli spazi remanniani semisimmetrici ottenuta da Z. Szabo in
[15].

Uno spazio riemanniono semisimmetrico & una varietd riemanniana (M, ¢)
la cui curvatura soddisfa la seguente condizione

@1 R., R=0

per ogni campo vettoriale x, y di M.
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Per un ben noto teorema di E. Cartan (cfr. ad esempio [7]), la condizione (2.7)
equivale a dire che R, ¢ il tensore di curvatura di uno spazio simmetrico per ogni
punto p di M. Naturalmente questo spazio pud variare da punto a punto. Noi
invece siamo interessati solo al caso in cui non dipende da p. Infatti, se (M, g) ha
la stessa curvatura di uno spazio simmetrico (M, §), non solo la condizione (2.7) &
verificata, trattandosi di una condizione puntuale, ma anche lo spazio simmetrico
determinato da R, coincide sostanzialmente con (M, §) per ogni punto p di M.
Dunque (M, g) altro non & che uno spazio riemannicho Semisimmetrico a
curvatura omogeneq.

Nello studio di questi spazi gioca un ruolo essenziale la distribuzione di
nullite di (M, g) che associa ad ogni punto g di M lo spazio vettoriale di nullita in
q definito da

2.8) Efp)={xeT,M/(R).,=0 per ogni yeT,M}.

Siccome (M, g) & a curvatura omogenea, la dimensione di Fy(q) & costante, quindi
la distribuzione di nullita E, & regolare. In altre parole E, & un sottofibrato
vettoriale di TM la cui fibra in ¢ & il sottospazio vettoriale E(q).

Si pud dimostrare allora il

Teorema 2.2. Sia (M, g) una varieta riemanniana che ha lo stesso
tensore di curvatura di uno spazio simmetrico (M, §) (ovvero, uno spazio
semisimmetrico a curvatura omogenea). Se la distribuzione di nullitc E, &
parallela, (M, g) é localmente tsometrica allo spazio modello. Se invece Ey non
e parallela, (M, g) ¢ localmente isometrica ad un prodotto riemanniano del
seguente tipo

(MOJ gO) X (jwl’ gl) X...X (M7'7 g))

dove (M,, go) & uno spazio simmetrico mentre (M1, ¢y), ..., (M,, ¢,} sono spazi
fogliettati da spazi euclidei di codimensione 2 con curvatura scalare costante.

Ricordiamo che F, & parallela se, per ogni campo vettoriale X di M e per ogni
sezione o di Ky, la derivata covariante Dys & ancora una sezione di E,.

Uno spazio fogliettato da spazi euclidei di codimensione 2 nel senso di Szabo
[15] e una varieta riemanniana irriducibile (M,, g¢.) il cui indice di nullita (cioe la
dimensione dello spazio vettoriale di nullita) é costante ed uguale a dim M, — 2.
II tensore di curvatura di Riemann di un tale spazio nel punto ¢ & dato da

2.9) R ey = kD{g.2, 209", W) — g, w)g.', 2')}
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!

dovex', ¥, z', w' sono le proiezioni sul piano ortogonale allo spazio vettoriale di
nullitd in ¢ dei vettori z, ¥, 2, w. Poiché (M,, g,) & irriducibile, esso non puo
essere localmente simmetrico. Inoltre ha curvatura scalare costante se e solo se
la funzione k.(q) e costante.

Da quanto precede si ottiene che, nel caso del Teorema 2.2, la varietd (M, g)
ha lo stesso tensore di curvatura del seguente spazio simmetrico

(2'10) (IMOy g) X (RN’ geuc) X Mz(kl) X...X M.?(k?)

dove M*k,), 1<sa<r, & una superficie di curvatura gaussiana costante k, e
(RY, gew) & lo spazio euclideeo di dimensione

N=n+.. +n—2r

dove n,=dimM,. In generale perd (M, g) non & localmente isometrica allo
spazio (2.10). Infatti possono esistere addirittura famiglie di metriche con la
stessa curvatura di (2.10) non isometriche (cfr. 3).

Per la dimostrazione del Teorema 2.2 rinviamo a [10] (per la prima parte si
veda anche [16]).

Il Teorema 2.2 risolve completamente il problema di classificazione nel caso in
cui lo spazio modello & uno spazio riemanniano simmetrico. Nel caso omogeneo il
problema & ancora aperto. Aleuni risultati in questa direzione sono stati ottenuti
in [16] a cui si rinvia per una discussione dettagliata dell’argomento. In questo
caso le difficoltd sorgono innanzitutto dal fatto che la curvatura di Riemann da
sola non & pit sufficiente per determinare lo spazio, ma occorre considerare
anche le derivate covarianti successive fino ad un certo ordine. Cio e sostanzial-
mente equivalente a lavorare con una connessione canonica invariante non
simmetrica invece che con la connessione di Levi Civita. In proposito si veda
[14]. Si veda anche [11] dove viene descritta una famiglia di spazi riemanniani
omogenei che hanno la stessa curvatura, ma che non sono localmente isometrici.

3 - Esempi

Come anticipato, costruiremo in questo paragrafo alcuni esempi di varieta
riemanniane che hanno la stessa curvatura di H¥(— %) xR, dove H*(—)>?) ¢ il
piano iperbolico a curvatura gaussiana costante — 2%, ma che non sono localmente
omogenee e quindi nemmeno localmente isometriche allo spazio modello. Tali
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esempi sono stati costruiti in [9], [10] e generalizzati ad ogni dimensione. Noi ci
limiteremo al caso tridimensionale, ma il nostro approccio sarad nuovo.

Consideriamo il rivestimento universale E(2) del gruppo di Lie K(2) dei
movimenti rigidi del piano euclideo. E(2) pud essere identificato con
RxC={w, 2)lweR, 2ze C}, e quindi con R*= {(w, , y)|z==x+ iy}, munito
del prodotto

3.1) (wo, 20wy, 21) = Wy +w;, €™z + 2.
Una semplice verifica prova che dw é biinvariante mentre dz + iz dw & invariante

a destra. Ne segue che dw e le parti reale ed immaginaria di dz + iz dw formano
una base dello spazio delle 1-forme invarianti a destra. Queste forme sono date da

(3.2) d=dw F=dv—ydw F=dy+axdw.

Noi costruiremo gli esempi cercati deformando la metriea riemanniana invarian-
te a destra piatfa (vedi pili avanti) che & data da

3.9 g=8 QN+ IR F+ PR
nella direzione di &° (& la direzione ortogonale all'ideale abeliano bidimensionale
di E©) delle traslazioni del piano).

Sia allora f una funzione differenziabile definita su E(2) a valori reali,
positiva. Poniamo

3.4) G=fPRI+ PRI+ LR

e calcoliamone la curvatura. Le 1-forme

(3.5) =f8  wl=g =g

costituiscono un coriferimento ortonormale. Possiamo quindi utilizzare le
equazioni di struttura di Cartan per calcolare le forme di connessione e di

curvatura. Le forme di connessione o} sono le uniche soluzioni dell’equazione

3.6) dof + S A =0 o+ al=0,
k
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le forme di curvatura sono invece date da

3.7 0l = dwl+ %wi/\w}'.

Un semplice caleolo prova che

(3.8) A=ffoo®  Wi=fTfo!  wi=—fTol.

Quindi Q=0

N =—ffuc N =y’ N QB=—ffrye’ N’ =71 f 0 AP

Dunque le componenti non nulle del tensore di Riemann sono
Run=—f""e Roue=—f"fy Ree=-f"fy.

Percio E & dato da

(3.9) R=—4f", o’ N ® ® A —4f 7 f, e’ A e? ® o® A o
—AF PN B P At WA W ® I A ).

Dunque, affinché g, abbia la stessa curvatura di H*(— 2% X R, basta che sia

(3.10) fo=Ffw=0 fu=2f.

Siccome X & una costante diversa da zero, la soluzione generale del precedente
sistema &

(3.11) f=fw, x)=alw)e”™+ blw)e™
dove a(w) e b(w) sono funzioni differenziabili definite per ogni valore di w,
positive affinché anche f lo sia.

Le metriche g, con f data dalla (3.11) hanno tutte la stessa curvatura di |
H¥(—-)>%) xR, quindi del tipo
3.12) R=—-42 N0 @Ao'

Le loro caratteristiche cruciali sono riassunte dalla
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Proposizione 8.1. Sia g; la metrica di R* (identificato col gruppo E©2)
definita dalla (3.4) con f data dalla (3.11), allora
@) g & wrriducibile
(i) gr non e localmente omogenea
(iii) se fw, x)=¢>0, gr & completa.

Dim (i). Se (R?, g, fosse riducibile, esisterebbe una distribuzione integra-
bile di piani tangenti invariante rispetto all’azione del gruppo di olonomia. Tale
distribuzione sarebbe in particolare invariante anche rispetto a tutti gli operatori
del tipo R,,, dove B ¢ la curvatura di Riemann e , y vettori tangenti. La (3.12)
mostra che la sola distribuzione lasciata invariante da questi operatori & quella
definita da «®=0 che non & integrabile, dunque la varietd & irriducibile.

(i) Per provare che (R? g) non & localmente omogenea basta esibire un
invariante riemanniano scalare che non sia costante. Per fare cid calcoleremo la
norma del differenziale covariante del tensore di Ricei 7. Dalla (8.11) siha cheré
dato da

3.13) r=— %" @+ o ul).

Sieccome Dy o' = — 3 wi(X) o, dalla (3.8), tenuto conto della (3.10), si ottiene
subito che F

(3.14) Dr=-—xf"1 PR (R +*Qawl). |
Quindi
(3.15) “D’r’”2 =24f2,

Poiché ||Dr]| non & costante, la varietd non puo essere localmente omogenea.

(i) Sia d; la metrica indotta su R® da g; e d. quella indotta dalla metrica
invariante a destra definita da

§=CP L+ QI+ £ Q.
Siccome f=c, per ogni coppia di punti p, ¢ di R® abbiamo

dp, Q<dp, .
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Quindi, se S & un sottoinsieme limitato di R® rispetto alla metrica dy, esso sard
pure limitato rispetto a d,. La metrica g, perd & invariante a destra, quindi
omogenea e completa. Dunque S & relativamente compatto ed anche g; & una
metrica completa.

Per i nostri scopi & ora importante determinare le condizioni sotto cui due
metriche gy, e g5, con

(3.16) fw, x)=aw)e” + b (w)e*

a=1, 2, afw)>0, b(w)>0, sono isometriche. Occorre percido sapere quando
esiste un diffeomorfismo o di R® in sé tale che
(3.17) 9" 95 = G-

\

E chiaro che ¢ soddisfa la (3.17) se e solo se
8.18) otai=S ale/
7
dove &'=f, &, o'=4!, o*=% e a=(a) & una funzione a valori nel gruppo

ortogonale O(3) definita su tutto R®. Poiché la curvatura di Ricci & invariante per
isometrie, dovra essere

1 00 1 00
‘]l 0 1 0la=|0 10
0 00 0 00
quindi a & del tipo
ad af 0
a=1|a} at 0
0 0 2]

dove e;=+1. Pero anche Dr e |[Dr] sono invarianti, quindi si deve avere
innanzitutto che

Jeco =1
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perché fi e f; sono positive, poi
82{(&8 W+l ot) ®(ad o’ + ale) ® ?+ (e’ +ade) ® (o ® (af ® + a} cul))}
=’ P! @+ o @ wl).

Dunque af=a}=0, ad=e==%1, al =¢; =% 1, 1=¢ye; &. Possiamo cosi conclu-
dere che ¢ & una isometria tra gy, e g, se e solo se

(3.19) o* @' = g0

(3.20) o*fe=feco =1

Ricordate le definizioni delle forme &', segue che

oF =g gF I =g per i=1, 2.
Se poniamo allora
(3.21) Yw, z, ¥)= (0w, %, 2¥)
otteniamo, per ogni i,
3.22) (pod)* =4,

Dunque ¢o¢ ¢ un diffeomorfismo di E(2) in sé che lascia invarianti le forme di
Maurer-Cartan (a destra) del gruppo. Dal teorema di Darbouw (cfr. ad esempio
[5]) si ottiene che goy deve coincidere con una traslazione destra di E®).
Abbiamo cosi determinato i diffeomorfismi di R® che sono isometrie tra g; e g, €
quali sono le condizioni a cui devono sottostare f; e fo. Tali condizioni si enunciano
meglio definendo un’azione ¢ del gruppo G = E©) x Z x Z su R? identificato con
E(2) mediante la formula

(3'23) .o(a', &1, 52)(?’0’ x; y)=(€1€2W, Elx, 52?/)0/-
Allora potremo riassumere quanto abbiamo dimostrato nel seguente modo

Proposizione 3.2. (R?, g;) ¢ (R%, g;) sono isometriche se e solo se esiste
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un ‘elemento (a, &, ) di G tale che

féop(a, €1 52) :ﬁ

In tal caso g =pla, <, &) & un'isometria tra le due metriche gy, e gy,

4 - La congettura di Gromov

Gli esempi che abbiamo costruito in 3 provano che la congettura di Gromov
non & vera se si elimina l'ipotesi di compattezza e si richiede solo che .Zy(M) sia
costituita dalle metriche complete che hanno la stessa curvatura dello spazio
modello (M, ).

Consideriamo infatti lo spazio dei moduli

I = M(R¥/Diff(R®)

dove A(R® & costituito dalle metriche complete di R® che hanno la stessa
curvatura di H3(—>2) X R. 9¢ non pud avere dimensione finita perché le classi di
isometrie delle metriche g con f data dalla (3.11) dipendono da due funzioni
arbitrarie positive, limitate inferiormente, modulo P'azione di un gruppo di Lie.
Dunque S non puod dipendere da un numero finito di parametri. Vale pero il

Teorema 4.1. Sia (M, §) uno spazio riemanniano simmetrico con curva-
tura sezionale non positiva. Se dim M = 3 supporremo anche che la decomposi-
zione di de Rahm del suo rivestimento wuwmiversale mon contenga fottori
1sometrict allo spazio euclideo od al piano iperbolico. In queste ipotesi lo spazio
det moduli I= My(M)/DIff(M) delle metriche riemanniane di M che hanno la
stessa curvatura di (M, §) ha dimensione finita, se M & compatta.

Dim. Se dimM =2, Z (M) & costituita dalle metriche con curvatura
gaussiana costante non positiva. Il risultato & allora il classico teorema di
finitezza per lo spazio dei moduli di una superficie di Riemann. Se dim M =3,
dalla ipotesi del teorema segue che lindice di nullita di (M, §) e quindi quello di
(M, ), per ogni g di (M), & zero. Percit dal Teorema 2.2 abbiamo che (M, ¢)
& localmente isometrica allo spazio modello. Dunque tutte le metriche di #y(M)
sono localmente simmetriche con curvatura negativa. Segue dal celebre teorema
di rigiditd di Mostow [13] che sono tutte globalmente isometriche a patto di
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moltiplicarle per un fattore costante opportuno su ogni componente irriducibile
della loro decomposizione di de Rahm. Cio significa appunto che ¢ dipende solo
da un numero finito di parametri ed il teorema & provato.

La congettura & ovviamente vera anche nel caso in cui lo spazio modello abbia
curvatura sezionale strettamente positiva. Infatti in questo caso il gruppo
fondamentale di M & finito e non possono esistere né «<moduli» né «deformazioni»:
U & zero-dimensionale (cfr. ad es. [6]).
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