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ANDREI DumaA (*)

Automorfismi di corpi di funzioni algebriche

Notazioni

Siano p € N primo, m € N e F,» il corpo con p™ elementi. PGL(2, p™) & il grup-
a)+b
er+d
deFm e ad—bc#0. PSL, p™) & il gruppo lineare proiettivo speciale, cioe il
a)+b
eh+d
che ad —be=q? con q e Fi dove Fin=F,»\ {0}. Il gruppo delle 2 X 2-matrici
(¢ b
c d
con SL(2, p™).
Siano A un gruppo moltiplicativo e B un gruppo additivo, tale che A opera su
B. Il prodotto semidiretto A X, B & I'insieme delle coppie (a, b), a € A, be B con la
legge di moltiplicazione

po lineare proiettivo, ciog il gruppo delle trasformazioni 2+~ con a, b, c,

tale

sottogruppo di PGL(2, p™) che contiene tutte le trasformazioni 2—

Yeona, b, ¢, d e Fpr e ad— be =1 & il gruppo lineare speciale; e si denota

(ay, b)(as, by) =(aias, aibe+by).

1 - Caso classico

Sia X una superficie di Riemann compatta, ossia una varietd complessa di
dimensione uno connessa e compatta e sia gy il suo genere. X & quindi omeomorfa
ad una sfera con gy manici od anche, equivalentemente, la dimensione dello
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spazio vettoriale delle forme olomorfe di ordine uno su X & gy. Sia
T (X) = Mer(X) il corpo delle funzioni meromorfe su X. Questo corpo caratteriz-
za completamente la superficie di Riemann X, poiché si pud dimostrare che due
superficie di Riemann compatte sono isomorfe se, e solo se, i corpi delle funzioni
meromorfe sono tra loro isomorfi.

& (X) ha una struttura algebrica abbastanza semplice come risulta dalla
seguente asserzione. Sia f una funzione meromorfa non-costante su X; in
generale esiste, per ogni ze C U {=}, lo stesso numero » di punti P,, ..., P,e X
tali che f(P,)=...=f(P,) ==z Esiste inoltre una funzione meromorfa % (che
dipende da f) su X, tale che

(@ h soddisfa un’equazione P)(k) =0, dove P, & un polinomio di grado = con
coefficienti razionali, cioe P, e C(f)

(i) ogni l e & (X) si pud rappresentare con un polinomio irriducibile di grado
minore o uguale a n—1 nella variabile % e i suoi coefficienti sono funzioni
razionali di f, cioe

l=ap+a,h+...+a,  1I*? Qgy Gy oevy Gy € C(f).

In conclusione, il corpo 7 (X) = Mer(X) ¢ un’estensione algebrica di grado n
dell’estensione puramente trascendente C(f) di C; risulta C( 1, 9)=FX).

Se esiste fe F(X) tale che C(f) = (X)), allora si dice che & (X) & razionale.
In questo caso X & isomorfo a C U {=} o equivalentemente a PXC). La funzione
identita z di Cu {>} & una funzione f del tipo precedente.
% dove P e C[f, T} & irriducibile e
FeC[f]. L'equazione P(x;, x2) =0 dicesi una equazione della superficie X.
F(X) & C-isomorfo a Quot(Cle,, x,)/(P)). Viceversa, ad ogni polinomio
trriducibile P e Cla,, x,] corrisponde una superficie di Riemann compatta Xp
con F(Xp) = Quot(Clx,, x,J/(P)).

Un automorfismo della superficie di Riemann X & un’applicazione biolomorfa
di X su X. Il gruppo di automorfismi di X si denota con Aut(X). Ad ogni
automorfismo di X corrisponde un automorfismo del corpo & (X), che lascia C
invariante, e viceversa; di conseguenza si ha un isomorfismo di gruppi
Aut(X) = Aut(F (X)/C). Quindi, lo studio degli automorfismi di X ¢ equivalente
allo studio degli automorfismi del corpo F (X).

Se gx=0, X ¢& isomorfo a Cu{w} e quindi a PYC); dunque
Aut(X) = Aut(PY(C)) = PGL(2, C). Pertanto Aut(X) & un gruppo infinito (preci-

I1 polinomio P, si puo scrivere nella forma
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samente una varietd complessa di dimensione tre). E utile scrivere anche
Aut(X) = Aut(C(2)/C) = Aut(P((C)).
Se gx=1, X & isomorfo ad un toro e dunque Aut(X) & ancora un gruppo

infinito. Sia X ~C/Zw, ® Zuws, dove w1, weC* e —-¢R. Allora
w2
Aut(X) = Aut(ClZw, @ Zws) = {11,15 1u,u((2]) = [z + oy +wsl, (G, ) €0, 1%

dove [#] indica la classe di z in C/Zw; @ Zows.

H. A. Schwarz (1875) ha dimostrato che, se gy =2 il gruppo degli automorfi-
smi di X & finito. A. Hurwitz (1893) ha completato il risultato di Schwarz
dimostrando che il numero aut(X) degli automorfismi di X & minore o uguale
84(gx — 1). Soltanto nel 1974, L. Greenberg ha dimostrato che ogmi gruppo finito
& isomorfo al gruppo Aut(X) di una opportuna superficie di Riemann compattia
X (con gx=2). :

Per lo studio degli automorfismi di una superficie di Riemann compatta e
importante conoscere un risultato di F. Klein che afferma che ogni sottogruppo
finito di PGL(2, C) & isomorfo ad un gruppo ciclico G =Z/nZ, o ad un gruppo
diedrale &, con 2n elementi, o ad A, (gruppo delle permutaziont pari di 4
elementi o gruppo tetraedrale), o ad J; (gruppo delle permutazioni su 4
elementi o gruppo ottaedrale), o infine, ad A5 (gruppo delle permutazioni part
di 5 elementi o gruppo icosaedrale).

Una presentazione dettagliata dei diversi problemi sugli automorfismi delle
superficie di Riemann compatte si trova nel lavoro [5] del 1985.

2 - Caso astratto

Sia 97 un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p = 0. Un corpo &
che contiene 97" si chiama corpo di fumzioni algebriche sopra J7" se esiste un
sottocorpo &, di & tale che 7, = 7 (x), dove x € F & trascendente sopra I, e
Fyc F & un'estensione algebrica finita. Per il teorema dell’elemento primitivo
esistono un polinomio irriducibile P =T"+a;T"' +... + a,€ FlT] ed un
elemento y e &, tale che y"+a,y" ' +...+a,=0 e & =F(, y). & non
determina univocamente “,, & € .

11 corpo di funzioni algebriche & si dice razionale, se si puo trovare x € F
tale che & = 97 (). T, & dunque un tale corpo. In una maniera un po’ piti
complicata si pud definire il genere g di & [4]. Come nel caso classico si ha
g==0, se e solo se T & razionale.
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Se la caratteristica p di 92" & zero, il gruppo degli automorfismi Aut(&F/9%) &
finito per g2 2; il numero aut(&/.9) degli automorfismi di X &, in questo caso,
minore o uguale ad 84(gy —~ 1). Le dimostrazioni date da Schwarz e da Hurwitz
sono ancora valide per p=0e gz=2.

H. L. Schmid ha dimostrato nel 1938 che anche per p>0 si ha
aut(F /9") < + =, se g==2. P. Roquette ha dimostrato nel 1970 la relazione

aut(F /| H )< 84(g-— 1)

se p>gs+t1l e g-=2 con l'unico caso di eccezione: p=5, & ammette una
presentazio"ﬁe del tipo H(x, y), dove y*=xP—x [17]. In questo caso
grz=3%p—1), aut(F/97") = 8g(g + 1)(2¢ + 1) ed esiste una successione esatta di
gruppi: 0— G— Aut(F/9%)— PGL(2, p)— 1. Anche nel caso p=g-+1 &
valida la valutazione di Hurwitz, ma con un’eccezione [22]: & = 97z, y) con
y? —y =2% in questo caso

3g(g+1) se p=1 (mod 3)
aut(F /) =
3g(g+ (g +2) se p=2 (mod 3).

D. J. Madden e R. C. Valentini hanno dimostrato nel 1983 che per ogni corpo
algebricamente chiuso 92" di caratteristica p > 0 e ogni gruppo finito G esiste un
corpo di funzioni algebriche & sopra J2 tale che G & isomorfo ad Aut(F /. 9)
[14]. Un’altra dimostrazione di questo teorema & stata data nel 1984 da H.
Stichtenoth [23].

Per lo sviluppo della teoria & importante stabilire un risultato analogo a quello
di F. Klein. Siano 7" un corpo algebricamente chiuso di caratteristicap=0e &,
un corpo razionale sopra 97". L. K. Dickson (ved. [13]) ha dimostrato che ogni
sottogruppo finito I di Aut(Fo/ F") & 1somorfo a uno di questi gruppi:

1. &, gruppo ciclico ad n elementi

D, gruppo diedrale o 2n elementi
Ay gruppo tetraedrale a 12 elementi
Jy gruppo ottaedrale a 24 elementi

A5 gruppo icosaedrale a 60 elementi

S gk o

&(m) p-gruppo abeliano elementare a p™ elementi
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7. Sy Xs G prodotto semidiretto di un p-gruppo abeliano elementare che
contiene p™ elementi per il gruppo ciclico G, con (n, p)=1e nlp™—1

8. PSL(, p™)

9. PGLE, p™).

I casi 6, 7, 8 e 9 possono presentarsi soltanto se p>0.

11 sottogruppo finito JZ di Aut(Fy/ F") determina una partizione dello spazio
proiettivo P & in orbite. Si pud trovare un elemento © € &, con Fy= FZ (x) tale
che i generatori di 9 e le orbite di P g4 rispetto ad 9 abbiano una forma
semplice. R. Brandt ha dimostrato nella sua tesi il seguente risultato, necessario
per le considerazioni ulteriori: In ognuno dei casi 1, 2, ..., 9 st pud trovare per It
un elemento x € Fy con Fy= J(x) tale che

1. G,= I = (o,) con o, (&) = &, x, dove &, e una radice primitiva di ordine n
di 1.

Po=aB.0 By (aEUW a8 dove

B.={P.}, P. & il polo di &, Bo={Po}, Po & lo zero di z,
B.={PePgy; P & uno zero di " —a}.

9. Se p=2 si ha Ty~ ={s,, <), dove T(x)=%.
Pgy= B0 By Y, B dove

B o={Py, P.}, Bo={PePg4; P uno zero di " +1}
Bo={PePg; P uno zero di #* —ax"+1}.

2b. Se p#2 e (n, p)=1si ha D,=I = (o, 7).

PW=.Q)’°°UQ+UQ_U(“WL<(12)Q¢1) dove
B o= {Py, Pa}
B+={PePgy; P uno zero di a"—1}, B~ ={PePx#; P uno zero di "+ 1}
Bo={PePg; P uno zero di a™—ax"+1}. ’



74 A. DUMA (6]

2¢. Se p#F2en=psiha T,=9 = (s, t) con s(x)=x+1, t@x)=
Py= B Byu( Y B dove

8B.={P.}, By={PePgy; P uno zero di x?—z}
B,={PePgy; P uno zero di (x?—x)*—a}.

x+1

3a. p#2, 8, Ay~ =(t, u) con u(’e)**z —1

P g =98By0 Bru Bru( U 8B dove
ae FN(£2,220\/3)
By={P ePg; P polo o zero di 2°—x}
B,={PePg; P uno zero di «*—2i\/32%+1}
By={PePy; P uno zero di «*+2i\/3x%+ 1}

3
&B,={PePgy; P uno zero di [] (@'~ a;2*+ 1)}
j=1

J
. 2@1""12 20/1_12
G ~+ =+ = = .
dove a, € 97"\ {%2, ..21\/5}, as 5 a , Qg 2t a
3b. p=2, Ay=IC ={c3, s).
Pg,=9B.u Qa’ou(agw @) dove

Bo={Pa.}
&By={PePgy; P uno zero di z*+ x}
B,={PePgy; P uno zero di (@*+xy*+a}.

3c. p=38, Ay=I =(—1, s).
Pg=9B.u ‘Q)’ou(agw 9B, dove
@B.={PePg; P polo o zero di «*— x)}
@By ={PePy; P uno zero di 2%+ a'+ 2%+ 1}
B, ={PePg; P uno zero di («®+ a*+ 2®+ 1)? — a(x® — x)°} .

4a. psﬁ2, 3, J4z%‘= (0‘4, fl.>.

Pg=898B,0 &B,u Q)‘zu( a.,) dove

JT’"‘\(IOS}
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75
&By={P € Pg; P zero o polo di 2°—x)
&,={PePg; P uno zero di 25+ 14z*+1)
B:={PePgy; P uno zero di (&!+ 1)(2®— 84a* + 1)}
Bo={PePg; P uno zero di (x®+ 14a* + 1)* — a(a® — x)*).
4b. p=383, Sy=IH =(t, s, ©).
Pg=Byu GByu (a . @B dove
By ={P €Pg; P polo o zero di a®—x}
@B, ={P ePg; P uno zero di «®+a*+2*+1}
By={PePg; P uno zero di (@°+a'+ a®+ 1)* — a(x® — x)°).
5. p#£2, 8,5, lym S = (a5, &), dove (@) = — 1L con b= — 5, + &5,
Pg= GByu &B.,u B v (aém\Jumi) B dove

By = {P € Pg; P uno zero di fo(x) = «® — 228ix™ — 228ix*® — 4942 — 228ix° + 1}

&B.. ={PePgy; P zero o polo di fu.(x)=a@"+ 11+ 1)}

B ={P € Pg; P uno zero di f§(x)=a® + 522i(x® — 5% + 10.005(x* — 2% — 1}

B, ={PePg; P uno zero di (fo(x))®— a(f.(x))°}.

5b. p=3, :/{5za.76‘=<’.75, —3).

Pgr= Q() U Qw U (aeLJ‘W* gga)

By ={P €Pg; P uno zero di gyx) =2~ 1}
&B.={PePg; P polo 0 zero ¢.(x) = x(x' + 2ix® + 1)}
&8, ={P ePg; P uno zero di (gy(x))® — a(g.(x))*}.

be. p=5, As=I =(t, s, — 7).

Pgo=Byu By (aeum a8,)

By ={P ePg; P uno zero di hy(x)=(2®—x)* +1}
B ={PePg; P polo o zero di h.(x)=1x"—x}
B, ={P ePg; P uno zero di (hy(x))®— alhy(x))*}.

dove

dove
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5d. p=2, b’/5zt(/{‘= <G'3, S, ’T> .
Pg= Byu By (a Y. B.) dove

By = {P € Py; P uno zero di ko) = (2t +a)P+1}
B.={PePgy; P polo o zero di k.(x)=a'+ax}
B, ={P ePgy; P uno zero di (ko(a))®+ alk.(2)2}.

6. Sm)=T ={m; n@)=a+b, be 9}, dove 2/ & un sottogruppo del
gruppo additivo (97", +) di ordine p™

Pg= GB.u (agﬁﬁ @) dove

B.={P.}, B,={PePg; P uno zero di [] (x+b) —a}.

be ¥

1. &m) X, Gy = I = (o, ) con np™ elementi e n|p™— 1. Siano te N con
t

nt=p"—1e by, ..., bye H tali che % ={be J; b uno zero di 2] (@ — b)}.
j=1

9/ & invariante per le rotazioni di periodo » attorno o, cioe &, 2 = 2. Allora
Pg= Byu B U (aeum a.) dove

12
By = {P € Pg; P uno zero di « ] (@"— b)) =do(2)}

j=1

Bo={P.}, By={PePgy; P uno zero di (do(®))" — a}.
8a. p#2, PSLR, p")=~ I = (e’ 5 —7) -
Py= By B (Y, B dove
By ={P ePg; P uno zero di ly(x) = (x" — eyt 41}
Bo={P ePgy; P polo o zero di l.(x)=2a"— %}
B, = {P €Pg; P uno zero di (lo(a)"™*P*— a(l ()=} ed = p™.
8h. p=2e 9.

Poiché 1a funzione Fyn—s Fan, 22 & biiettiva, PSL(2, 2") = PGL(Z, 2™). Quindi
i casi 8b e 9 si possono considerare insieme. I = (apny, S, 7).

Py= By B (Y, Ba) dove
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@By ={PePg; P uno zero di ly(x)}
B ={PePg; P polo o zero di l.(x)}
B, ={PePgy; P uno zero di (lo(x))*" — all.(x))"" DV},

Siano % un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p=0, Fyo> K~
un’estensione trascendente di ordine uno, & > &, un’estensione algebrica di
ordine n. In altri termini & & un corpo di funzioni algebriche sopra 97"

Un automorfismo o€ Aut(F,/.9") si dice prolungabile a &, se esiste un
automorfismo ¢ € Aut(&# /") tale che il diagramma

T o> F
L

Vro [N i

g

}(——

N

t

risulti commutativo. Si dice che o' & un prolungamento di o.

Sia &y c Aut(F o/ .97") un sottogruppo finito. &, si dice prolungabile a &, se
ogni s € & ha esattamente n prolungamenti a &,

Sia & linsieme di tutti i prolungamenti degli elementi di &,. &, si dice
centralmente prolungabile ¢ &, se &, & prolungabile a &, l'insieme & & un

=

gruppo e il gruppo di Galois di &/, & contenuto nel centro Z(&) di &.

3 - Estensioni di Kummer. Recenti risultati di R. Brandt

Si consideri la seguente situazione. Sia & un corpo di funzioni algebriche sul
sottocorpo 92" di caratteristica p e g»=2 il genere di &. Siano Z, & due
sottogruppi (finiti) di Aut(F/H) con £ c & e Z =~ G, con ¢ primo e p#q,
Z cZ(&). Si pone F,=Fix(Z) razionale. Dunque &/Z & isomorfo ad un
sottogruppo &, (in generale non commutativo) di Aut(5,/.9%"); di conseguenza
& & uno dei nove gruppi determinati da Dickson. Si ha la successione esatta

N

02 —-58G—-5—1.

In questa situazione parliamo di un’estensione di Kummer di tipo [ &%]q, pl. Nel
1888 Hurwitz ha osservato nel caso 97'= C e nel 1934 Hasse ha dimostrato nel
caso generale, che esistono %, ye & tali che TFy= H(x), &F = F(x, y) e

y'=[] (@—0a)¥ 1<k;<q— 1. Quest’equazione di & & gia abbastanza generale.

Jj=1
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R. Brandt ha utilizzato la possibilita di scegliere un altro elemento «* di & in
luogo di x, per il quale &, definisce orbite in Py che sono date da polinomi
speciali e in questo modo ha trovato equazioni pill precise per & . Per queste
considerazioni abbiamo bisogno di sapere quanti (a meno di un’equivalenza) e
gquali gruppi finiti & appaiono in queste successioni esatte

0— Gy—> G— Go—1.

Conviene ora fare una breve digressione nella teoria delle estensioni di
gruppt ([7], (8], [18], [21]).

Siano & un gruppo e Z & Panello a coefficienti interi sopra &. Un elemento di
Z & & una somma finita > n;g; con n;eZ e g;e &. Le operazioni dellanello sono

2 nig;+ 2 myg =2 (i +my)g;
g g = U_Zk) (;mM)(G5 %) -

Siano .4 un gruppo commutativo e & un gruppo arbitrario. Una successione
esatta di gruppi e di omomorfismi di gruppi

0> AS5EHE—1

si chiama un’estensione di £ mediante & (un'estensione centiale di A
mediante &), se £ & un sottogruppo normale di & (se ..¢ c Z(&5)=centro di
&)

Si osservi che ogni estensione di . mediante & definisce un omomorfismo
71 & — Aut(.4) e di conseguenza ogni estensione di .¢ mediante & definisce su
i una struttura di Z&-modulo.

Sia 4 uno Z&-modulo; in particolare ¢ & un gruppo commutativo.
Un’estensione del gruppo ¢ mediante & si chiama un’estensione dello
Z S modulo . mediante &, se la moltiplicazione di elementi di . per elementi
di Zg, definita dalla struttura di Z&-modulo di ..¢, e la moltiplicazione
ZG X A— A, definita utilizzando P'omomorfismo =, coincidono. Uno Z&-
modulo si chiama banale, se ga=a per ogni ge & e a € . Per un’estensione
0— A — E— & — 1 dello Z&-modulo mediante il gruppo & sono equivalenti le
seguenti asserzioni:

A & uno Z&-modulo banale

A & contenuto nel centro di & (cioé Uestensione data & centrale)
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7: & — Aut(.¢) indotta da quest’estensione & banale, cioé =(¢g) =id , per
ogni ge &.

Due estensioni
0— AHEHEG 1, 0o ADE D G—1

si dicono equivalentt, se esiste un isomorfismo di gruppi y: &— &' tale che il
diagramma

sia eommutativo.

Sia e(&, A) (risp. E(F, .£)) linsieme delle classi d’equivalenza delle
estensioni (risp. delle estensioni centrali) dello Z&-modulo. . mediante &. 1
numero degli elementi di e(&, ) ¢ dunque maggiore o uguale a quello di
E(g, A). Se A & uno ZS&-modulo banale, allora il teorema dei coefficienti
universali nel caso n =2 da la possibilitd di calcolare e(¢, ). Precisamente

e(&o’ L/6)’-"3-[{2(‘90, ‘/Z)zHomZ(H2(§; Z); ‘/[:)@EXt;l(Hl(‘g)’ Z)) V‘)

Per Gye{6G,, D, ..., PSL2, p™), PGLZ2, p™}, dei gruppi di omologia
H(&,, Z), H(&,, Z) che appaiono in questa formula alcuni sono ben noti, altri
sono stati caleolati da R. Brandt in [1]. H(&,, Z) & isomorfo a &/K(5,), dove
K(&) & il commutatore di &, cioé il pilt piceolo sottogruppo di &, che contiene
tutti i prodotti della forma g,9.97'¢:% con ¢, g.€ &, ovvero il pit grande
sottogruppo normale di &,. Si ha ([2], [18], [20]):

1. H1(€7l7 Z)z 6)"‘ H2(€7u Z) =1
9 G, se n=1 mod 2
Hl(gn’ Z)~ sz 6’2 se n=0 mod 2

1 se n=1 mod 2

HZ(@’PH Z)~ 6’2 se n=0 mod 2
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3. H( Ay, )= G,
4. H(Jy, )= G,
5. H( A5 D)=1
6. H(&(m), Z)=1
7. H(&,(m) X, G, £)= G,
gruppo abeliano elementare
8. H\(PSLE2, p™), £)=1
G
Hy(PSLZ, p™), Z) z1€
Gs
9. H\(PGL2, p™), Z)= G

Hg(PGL(Z, pm), Z) = 6,2.

[12]
Hf Ay, Z)=~ G,
Ho Sy, Z)= G
Hy( A5, Z)=~ G,
Hy(Ey(m), Z)=(E)?"

HZ( é)p(')n) X 6)71, Z) e un  p-

se p"#2, 3

sep>2e p"+F9
se p=2¢e p"#4

se p"=2
se p"=9
se p*2

Dopo lunghissimi caleoli R. Brandt ha potuto determinare lelenco delle classt
di isomorfia E(SG,, G,) delle estensioni centrali di G, mediante il gruppo

'900 € {6)11’ @ny

1. E( 6),1, GJP) - {éjp X 6)71}

2a. n=1 mod 2

E(.@n, 6),]) . {6Jq X gn}

se(n, ¢)=1

..., PSL2, p™), PGL(, p™} dove ¢ & un numero primo, non
necessariamente p # ¢. 1l risultato & questo:

E(6)q: 6),1) = {Gq X 6311) G)q"’}

se ¢g=3
{Gex D, &+ seq=2.

Coxeter denota con (2, 2, n) il gruppo diciclico &, di ordine 4n generato da S e
T con le relazioni S**=1, S"=T% T7'ST=S".

2b. n=0 mod 2
{gqx g‘n}

E(Qn) Gq)={632><@2} g‘l) GJZX 64) &98}
{6)2X@n, @272: ‘g’m ‘%71; ?Jm 7/11}

se g=3
se n=q=2
se n¥2, ¢g=2.
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I, = {2, 2|n, 2) & il gruppo con generatori B e S e con le relazioni R* = §7,
(RSy*=Ri=1,

U= (n, 2|2, 2) & generato da S e T con le relazioni S*" =T =1e ST = S""".

7, = {4, n|2, 2) & generato da Se T, dove siha R*= §"= (RSy?= (R'Sy’=1.

Qg & il gruppo dei quaternioni.

3. {6 x Ay} se ¢g=5H
E(Ay, C)={GC3X Ay, (G2X G X; Gy} se q=3
{Gyx Ay, SL2, 3)} se g=2.

4, E(J:h 6)q)={€q><(/)4} se qu

{GJZX (f4, (///1, (///2, (///3} se q=2

dove la successione 0— Gy3— #;— J;— 1 & esatta, i gruppi 9y, 72, Vs,
hanno rispettivamente i numeri 48.49, 48.37, 48.50 nel lavoro di Neubtiser {15]
che contiene tutti i gruppi di ordine < 100 ad eccezione di quelli di ordine 64 e 96.

5. ) _{ B X A5} se ¢g=3
Blts GI= 10 x 15, SLE, 5) se g=2.
6. E(&m), 6)={6,x &,(m)} se (¢, p)=1.
7. (G, X (8ym) X, G)} se (g, =1

E(gp(m) X 611; 63(1) = {Ggq > (é)p(m) X, 671), é’p('m) X, eqn} se (q, ’}’L)=q

8. {G,x PSL(2, 4), SL(2, 5)} se q=2, p"=4
{G:x PSL(2, 2), &5} se g=2, p"=2

E(PSLE, p™), 6,)={6xPSLEZ, p™), SLZ, p™} se =2, p#2
{G3x PSL(2, 3), (G2X G3) X; Gy} se ¢q=3, p"=3

{6, x PSLZ, p™} negli altri casi.

9. Sep#2siha

{6, x PGL(2, p™)} se q#2

E(PGLA2Z, p™), Gq)={€2 X PGL(2, p™), D™, Dp™), D™} se q=2.

Le definizioni di &,(p™), Ds(p™), Ds(p™) si trovano nel lavoro [20] (v. anche
[1l.
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Se p=2 si ha
{Gsx PGL(2, 2%, SL(2, 5)} se ¢q=2, m=2
E(PGLZ, 2™), 6)={6x PGL(2, 2), &3} se g=2, m=1
{6, x PGL(2, 2™} negli altri casi.
Utilizzando questo risultato R. Brandt ha dimostrato che per tuite le
estensioni di Kummer del tipo [&|q, pl, con Goe{6C,, D, ..., PSLEZ, p™),
PGL(2, p™} e q#*p numeri primi, sussistono le equazioni seguenti:
Se &= 6,
ey Yl =uak ﬁl (x" — ay)
i
dove 0<ky<gq, 1<k;<q, a ..., a,€K* a due a due diversi.
Se Go=9, con n>2, nparie (n,p)=1, g=2
(2a") y? = wo(x” — 1)(x" + 1) 15[1 (@ — b + 1)
ph
dove v;e {0, 1}, by, ..., bpe I\ {2} a due a due diversi.
Se Go=T,, ¢q=2
(2a") y*=w(2® — D@*+ D] ﬁ: (a* = b;a®+ 1)
i
dove v;€ {0, 1}, by, ..., bpe '\ {£ 2} a due a due diversi.
Se Go= Dyyyy con Cn+1,p)=1, ¢g=2
(2b) y? = 2(x” - )" + D f[l (@® —bja" + 1)
i=
dove vy, vi€{0, 1}, by, ..., bye T\ {£2} a due a due diversi.

Se §0=gp; q=2

(2¢) Y= (xP — ) H [(xP — 2 — b]]
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dove ve {0, 1}, by, ..., be * a due a due diversi.

Se Go=, con (p, 2n)=1, n=0 mod q, ¢=3
2d") Yyl = (" — 1)"(x" + 1)= Hl (& — by + 1)k

i=

dove 0=<<v;, w<gq, 1<k;<gq, by, ..., bye F\{£2} a due a due diversi.

Se o=, con (p, 2n)=1, n=0 mod q, g=3
(2d") y? = (™ — 1)(x” + 1) ﬁl (@™ — bz + 1)

je

dove 0w, vy, o<gq, 1=<k;<q, by, ..., bpe "\ {2} a due a due diversi,

2vg+ vy +ve) + 20 > k;=0 mod q.
j=1
Se Gy= G, con p#2, ¢=3

(2e) yi =@ — @y ] [ — @) — bJ5

j=1

dove O0sv<gq, 1<sk;<gq, by ..., bye F™* a due a due diversi.
Se o=, con (n,2)=1, n=0mod q, ¢=3, p=2
@) Y=+ 1)”]Ln[l(w2"+ bjac™ + 1)k
o
dove 0sv<gq, 1=<k<gq, by, ..., by ™ a due a due diversi.

Se §o=, con (n,2)=1, n#0 mod q, ¢=3, p=2
@) Y= (" + 1)1 [T (@ + by + 1)
i=1

dove 0=<vy, v<q, 1<k;<gq, by ..., b,e F* a due a due diversi,
2n+nv +2n 3 k;=0 mod q.
j=1
Se Go= A4, q=2, p=3
(Ba) = (@ —wyo(ad + 2t + 2%+ 11 I [(® + 2t + o + 12 — aie® — x)°]

Jj=1

dove v, vi€{0, 1}, ay, ..., @n€ F* a due a due diversi.
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Se l(/O()zu’{‘;, q=2, p¢{2, 3}

m

3
@a") 1= @0 — )t — 20302 + Dt + 2 \V/3 a2+ 12 [ [ [] (' — by a® 4+ 1)]
=1 k=1
dove v e{0, 1}, bype I\ {x2, iZi\/g} a due a due diversi,

2b;, + 12 2b;; — 12
2T 9 b, BT by,

Se &y= Ay, ¢q=3, p=2

(3b") y* = (et + ) T] [ + @) + ]

j=1
dove 0=v<3, 1=<k<3, a, ..., a,€ 9% a due a due diversi.
Se Go= 44, q=38, p¢ {2, 3}
M 3
(3b") P = (@ — wyo(at — 20V/Ba? + (et + 20V/3 a2+ 1) [ L[] @ — by + DI

j=1 r=1

dove 0=<v;<3, kje{l,2}, bye ‘%’j’\{i 2, i2’l\/§} a due a due diversi

],2_—2—-_—-57.1_ 13“~m— V1+‘/2=0 mod 3.
Se Go= Ay, q¢1{2,3}, p=2

n

38" y'= (@ + ) [1 [ + 2+ a1

Jj=1

dove O=sv<ygq, 1=k;<q, ay ..., a,€ 9" a due a due diversi.

Se §0=V[4, q¢{2’ 3}’ p>3

3
(3c") Y7 = (a® — )t — 203+ Dt + 2032 + D)= ][] (& — byx?+ 1)1k

ji=1 r=1

dove O0=v;<gq, 1<k<q, bye I\ {£2, i-2i\/§} a due a due diversi

2=, T Ean,

m

e 6Bvyt+4(v+v)+12 3 k=0 mod gq.
j=1
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Se <§J0= J)4, q=2, p=3
(4a’) 2 = (a0 — a)o(a® + ot + o + 17 [T [(f + ot + 2 + 1)t — a;(@® — 2)°]

i=1

dove v e{0,1}, ay ..., &y € F* a due a due diversi.
Se g():(j,zj, q=2, p>5

(4a") 2 = (@ — xyf(at + 1)(a® — 34a* + DI(a® + 14a* + 1)”
T 8 + 14at + 1) — ay(e® — )]

j=1

dove v e{0,1}, ay ..., @€ ¥\ {108} a due a due diversi.

Se §0=Lf4,q>5,p=3
(4b") Yl = (@ — ayo(as + ot + 2+ D [ [+ of + 2 + 1) = a;(a® — @)%
j=1
dove 0<v<q, 1<k<gq, a, ..., @€ I a due a due diversi,

n

dyy+6v; +24 3 k;=0 mod q.
j=1

Se §0=J4, q>3, pé{?‘; 3: q}

4b" Yt = (a® — x)o(a® + 1dat + D(a! + 1)(a® — 34t + 1)}

T D@8 + 14at + 1)° — a2 — @)%
j=1

dove 0<v<q, 1<k<gq, @, ..., @€\ {108} a due a due- diversi,

6V0+8‘/1+12‘/2+242 kJEO mOd q.
i=1
Se Go= A5, q=2, p=3

(62') y? = (g=())=(golx))" E; [(go())° — a(g-(2))’]

dove ve, we{0, 1}, ay, ..., @y F* a due a due diversi.
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Se §§= A, q=2, p=5

GEY) Y= (hm(-’c))‘“‘(ho(OC))""ﬁl [(Reo())® = a(n(6))]

dove va, vye {0, 1}, ay, ..., @ne Z* a due a due diversi.
Se Go= 45, q=2, p=T

(6a™) ¥* = (fE@) W fola))o( fulax)) = }}1 [(fo@))® — aj( ful@))?]

dove v, v, v=€{0, 1}, @y, ..., @, € F*\ {~ 1728} a due a due diversi.
Se Gy= As5, q%?., p=2

(6b") Yt = (eu(@))=(Ro(@)) [T [(eo(@))® + @il (@)1

dove wv., we{0,1, ..., ¢g—1}, Isk=<g-1, a..., 0, 9% a due a due
diversi, 5v, + 124+ 60 > k;=0 mod q.

=1

(5b") Y7 = (9=())(go(x))" [Il [@o@))® — a(ga(x))°Ts

dove va., ve{0,1, ..., ¢g—1}, 1sk<qg-1, a..., 0,e9%* a due a due
diversi, 12v. +10% +60 3 k;=0 mod q.
i=1

Se Go= .45, ¢q=8304qg=7,p=5
(5b™) Y7 = (heo(@))=(Ro(@)) [T [(ho())® — (ho(a)) Y5
i=1
dove v.,we{0,1, ..., ¢g—1}, Iski<qg-1, ay ..., 0,e92* a due a due
diversi, 6v,, +20v+ 60 > k;=0 mod q.
j=1
Se .‘gJO =« {57 q 23) pé {27 _3, 57 q}

(5b™) Y7 = (FF@) S fol))(fol))= ﬁ [(fo@))® = a;(ful))
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dove w, v§, v.€{0,1,...,¢—1}, 1<k<q-1, a,.., a,nejf*\{1728i} a

due a due diversi, 30v§ + 20vy + 12v,, + 60 > v;=0 mod q.

Se Go= &y(m)
©®) =TT (@b
j=1 bew
dove 1=<k;<q, a, ..., a;€ 9 a due a due diversi.
Se Gy= & (m) X, 6,, nlp™—1
™ = @) [] (o) - 0t
dove O0=vy<gq, 1=<k;<q, a, ..., as€ ™ a due a due diversi.
Se &y=PSLE, p™), p=38, ¢q=2
(8a) yi= (lao(90))"°°(lo(90))""]_Hfl (o)™ D2 — (L))" ~2]
dove n=p" v, vwe{0, 1}, ai ..., ;€ F*a a due a due diversi.
Se &y=PSLZ, p™), p=38, ¢q=3
(8b) y? = (La(@))=(lo(w)) lﬁl [La(2) 2 — ai(la ()=
dove v., voe {0, 1}, ay, ..., are F* a due a due diversi,
vo? =) + v+ 1) +inH2—1) é k;=0 mod gq.
Se &y=PGLQ2, p™), p=3, ¢q=2
(9a) Y= (lw(x))"*(lo(x))"ﬂjlf[l (o)) = ay(l(2))" V]
dove v., ve{0, 1}, ay ..., a,€ FE* a due a due diversi.
Se &y=PGL2, p™), p=2, q=38

(9b) Y? = (@) =(lo())" H (o)™ = L)y =]
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dove v, ve{0,1,q¢—1}, ay ..., a,€ % a due a due diversi,

vo(n—1) +va(n—1)+nn*~1) > k=0 mod ¢.
i=1

R. Brandt ha dimostrato, che anche le affermazioni inverse sono vere. Ciog,
se un'estensione & di JZ ammette un’equazione del tipo (1), (2a'), ..., (9b),
allora &F & uw'estensione di Kummer del tipo [G.lp, ql, [D.lp, q], ...,
[PGL(2, 2™|p, ql, rispettivamente.
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