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RENE DEHEUVELS (%)

Quelques applications des algébres de Clifford a la géométrie

En dépit du théoréme pessimiste d’Elie Cartan «Il est impossible d’introduire
les champs de spineurs, le mot spineurs ayant le sens géométrique que nous lui
avons donné, dans la technique riemannienne classique» ([4], II, p. 90), les
structures spinorielles et Popérateur de Dirac ) sont maintenant au coeur méme
de la géométrie différentielle. I) est une généralisation naturelle de 'opérateur
de Cauchy-Riemann et les solutions d’équations du type Pu =0, en particulier
les champs de spineurs harmoniques ([11], [9]) généralisent les fonctions d’'une
variable complexe. Le laplacien A est un opérateur différentiel scalaire du
second ordre. I est une racine carrée du laplacien au prix d’une dédiagonalisa-
tion: P est un opérateur différentiel du premier ordre matriciel.

Sur un espace pseudoeuclidien affine, on a exactement P2=A. Sur une

variété riemannienne, on a DZ:A+Z % olt x est la courbure scalaire. Le

théoreme de Vindice fait alors de I linstrument le plus puissant pour I'étude des
variétés riemanniennes a courbure scalaire positive.

1 - Construction des opérateurs de Dirac

L’algébre de Clifford CI(E) d’un espace quadratique (&, ¢) qui, dans ce
qui suit, sera toujours euclidien, est définie fontoriellement comme Palgebre
Z,-graduée: CI(E) = Cl.(E) ® Cl.(E) quotient de lalgébre tensorielle ® E' par
Iidéal, homogéne pour la Z,-graduation, engendré par les éléments
{x ® x —q(x)- 1; Vx € E}. Dans CUE) 2*= q(x) - 1. Il en résulte que toute variété

(*) Adresse: Département de Mathématiques, Université de Paris VI, Paris,
Francia.
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riemannienne M se trouve munie naturellement dun fibré en algébres Z,-
graduées: CI(M) = Cl.(M) @ CL.(M) dont la fibre en un point m est algébre de
Clifford CUT(M),,) de U'espace tangent, ol1 la forme quadratique est la métrique
riemannienne gq,,, ou, et c’est techniquement préférable, la forme opposée (— ¢,,).

Il existe un isomorphisme linéaire naturel ¢ de Palgébre extérieure AE sur
CI(E). L'image ClL(E) de A\?E est le sous-espace des éléments antisymétriques
d’ordre p de CKZ). Dans tout ce qui suit, (e;, es...e,) désignera une base

orthonormale de E. Les (Z) produits dans CI(E): {e; = ¢; e;,... € h<iy... <1}

forment une base de CL,(&).

D’autre part, la métrique permet d’identifier £ 4 son dual £%, et sur la
variété riemannienne M, il s'impose pratiquement, pour tout ce qui concerne
Cl), didentifier T(M) a THM), ANTM) a ATHM), et de considérer que
lisomorphisme ¢ détermine un isomorphisme linéaire naturel ¢ aussi bien de
ATM) que de AT*(M) sur CIM). Les sections &= de CH{M) sont les champs
d’éléments de Clifford sur M et forment une algébre &(M)=TICl(M). Les
champs de vecteurs X e I'T(M), comme les formes différentielles extérieures
w € AM)=TAT*(M) peuvent done, par @, étre considérés comme des champs
d’éléments de Clifford sur M.

Les produits, dans CI(E), de vecteurs unitaires de l'espace euclidien E,
forment le groupe Pin(&), revétement d’ordre deux du groupe orthogonal O(E),
dont la composante connexe Spin(E), formé des produits en nombre pair de
vecteurs unitaires, donc contenu dans Cl.(%), est le revétement universel du
groupe des rotations SO(E) de E. CL(¥), avec le crochet de CI(E) est 'algébre de
Lie de O(E) et de Pin(®).

Le fibré Cl(M) contient donc des fibrés en groupes Pin(M) et Spin(M).
L’antiautomorphisme: 2, ® 2, ® ... x,— 2, ® ... 2, ® x; de ® E passe au quotient
et détérmine un automorphisme = de CI(F). Si P'on pose, pour tout u e CI(E),
g(u) =27 Tr lu) ICw) =27 TriCu) u) (o n=dimE et l(w)=translation a
gauche par ) on définit sur P'espace vectoriel CI(Z) une forme quadratique,
extension de celle de E. g(u) est aussi la composante suivant I'unité de u*« dans
une base ¢; de CI(¥). Les ¢; forment une base orthonormale de CI(¥) et q est
- euclidienne. Sig=;%,... , est un élément de Pin(¥), “g-g=1, d'ott g(g) =1. De
 plus glgu) = 27" Tr I(uggu) = gu) et de méme glug) = q(u): les représentations
linéaires de PinE par translation & gauche, 4 droite, ou automorphismes
intérieurs de (CI(&); ¢) sont orthogonales.

L’algebre de Clifford d’'un espace quadratique régulier £ est semi-simple et
posséde donc un module fidéle minimal unique & un isomorphisme pres, appelé
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espace des spineurs S(E) de E, ou les groupes Pin(E) et Spin(E) sont
naturellement représentés. En tant que Cl(E)-module & gauche, S(E) est
isomorphe & tout idéal & gauche fidéle minimal de CI(E) (chacun de ces
isomorphisme détermine sur S(E) une métrique euclidienne invariante par
Pin(E) mais qui w'est pas canoniquement déterminée.

Les automorphismes intérieurs u—gu~'g de CI(E) par les éléments de
SpinE laissent E, et chaque CL,E, globalement invariants. En faisant ainsi
opérer SpinE dans E, et par translation & gauche dans CUE) ou S(E), la
multiplication u: E ® CI(E)— CI(E) ou E ® S(E)— S(E) est un épimorphisme de
Spin E-modules puisque

wWg-2@uw=ullg-x)®g-u)=gr "' gu=gru=gulx@u).

D’autre part, Uabsence de détermination canonique de S(¥) & partir de CI(E)
(pourtant activement poursuivie par E. Cartan dans sa théorie des spineurs)
entraine Pexistence d'une obstruction (la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney
wo(M) de la variété M) & la construction d’un fibré spinoriel S(M) associé & CL(M).
Faute de pouvoir manipuler de facon satisfaisante les sous-fibrés d’'idéaux a
gauche de Cl(M), on se référe en effet & la construction classique de fibrés
associés & un fibré principal: S(&) étant unique & un isomorphisme prés, si 'on
connait les opérations de Pin(¥) dans S(&), celles de CI(£) sont complétement et
uniquement déterminées. wy(M) est donc Pobstruction & la réduction du groupe
structural O(E) du fibré tangent T(M) (T(M),,= E) & son revétement Pin(¥). Si
wo(M) =0, il existe autant de fibrés spinoriels distincts que Pespace H'(M; Zy)
contient d’éléments [12], [13], [14]. Chacun d’eux est associé & un fibré principal
P(M) de group Pin(E), revétement d’ordre deux: P(M)—P(M), du fibré
principal P(M) des reperes orthonormés de T(M). Le choix d'un tel revétement
P(M) de P(M), ou ce qui revient au méme, d’un fibré spinoriel S(M), qui est alors
un Cl(M)-module, définit sur M une structure de variété spinorielle. Pour la
différentielle covariante riemannienne V sur M

(TS I'T*(M) ® I(QTM))

le tenseur métrique est parallele (Vg = 0). V passe donc au quotient et détermine
une dérivation covariante des champs d’éléments de Clifford

IrCiM)-SIT*(M) ® rClM) =I'T(M) @ ' CI(M) .
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L’algebre I'Cl(M) opére a droite et & gauche sur I'T(M) & I' CI(M), et si u,
veI’CM), on a V(uw)=Vu-v+u-Vv. L’antiautomorphisme < opére sur
I'ClM) et V commute avec : (Vu) =V(w). V: I'CL(M)— I'T(M) ® I CL(M)
préserve les elements antisymétriques.

La métrique sur ClE) détermine un produit scalaire (u|v) entre champs
d’éléments de Clifford u, v e I'Cl(}M), & valeurs dans les fonctions & sur M, et
V(u|v) = (Vujv) + (| Vo).

L’algébre de Clifford ClE) étant semi-simple, ses dérivations (au sens
algébrique) sont intérieures. Les dérivations de Cl(E) qui respectent E (donc
tous les CL,(E)) sont les dérivations intérieures par les éléments de P'algébre de
Lie Cl(E).

La forme de courbure B e CL(M) ® A2T*(M) est obtenue en relevant dans les
fibrés Tapplication de I'A2T(M) dans les dérivations de lalgebre I'CI(M):

%(X, Y)=VyVy—VyVy— V[X,YJ =VgVy—VyVy— (VVXY - VVyX) .

En effet A (X, Y) est une dérivation de I'Cl(M) qui annule les fonctions
(I Cly(M)) et respecte I'T(M), done une section de Cl(M).

L’interpretation d’une connexion comme le choix de sous-espaces horizontaux
dans un fibré principal, montre que la connexion riemannienne détermine
canoniquement une connexion sur P(M) et donc une dérivation covariante V sur
le fibré vectoriel associé P(M) X ping)S(E) = S(M), qui opére ainsi sur les champs
de spineurs: I'S(M) -S> I'T(M) @ I'S(M).

L’opérateur de Dirac I est alors défini sur I'CI(M) et sur I'S(M) comme
composé de la dérivée covariante et de la multiplication de Clifford u, I'T'(M)
étant considéré comme inclus dans I"Cl(M):

rCiM)->ITM) ® r Ci(M) -5 I CI(M)
I'S(M)-5TITM) ® 'S(M) -5 I'S(M)
Localement un champ de vecteurs X s'écrit X =S¢, X' et
Vxu=3X'V,u=3Xle)Vo,u=X -Ze; ®V, %
d’ou Vu=3e,®V,u Du=Ee;V,)u.

Localement, dans une base orthonormale l'operateur de Dirac s’écrit done
P =2Ze;V, (dans I'CUM) comme dans I'S(M)).
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Rappelons que I'image de Popérateur de Dirac I de I'Cl(M) dans Palgebre
(M) des formes différentielles extérieures est décrite par la

Proposition. L’isomorphisme linéaire ¢ identifie Vopérateur (d— &) sur
A (M) & Vopérateur de Dirac Y sur I'CIM) si Uon prend sur T(M) la métrique
riemannienne q, et Vopératewr (d+¢8) & P si Pon prend sur T(M) la métrique
opposée (— q).

B, d et ¢ ayant une signification intrinséque et locale, il suffit de comparer I
et &(d+tJ) localement sur un élément décomposable de la forme
w=fe*' N...Ne*P=fe; A\ ... \e, ol (e, es, ..., e,) sont n champs de vecteurs au
voisinage d'un point x, tels que (Vey), =0 VEk et que les vecteurs (er,) forment

une base orthonormale de T(M),. On a alors, si df= > &e,
n J=1
do=(=1P 3 &e ANes... Ne, Ney.

k=p+1
Calculons maintenant éw. On 3

) =fep+1 A... /\en d(”“w) =216 /\ep+1 “es /\e,l +...+ ’.r_.p ep /\ep+1 vee /\en

et puisque (AGuA... Ae)Aler A ... §... Aey) = (= 1) PE-DHi-1y  gyec
v=g, Neg A\ ... Ne,

P
Fd(Fw) = (= DO PeD T (1)1 ge AL g;... Ae,

J=1

P
et enfin S = (= 1yP QR = — 3 (- 1) e AL g Ne,.
j=1

L'image de w dans G(M) est Pw =fe,e;... ¢,, et

D(Pw), = > e; Vo) = 2&eees... e,
=1 =1
n P
=(=D? X &ee...qe+ 2 qle)~1)"ee...8...0,
k=p+1 Jj=1
d’ou le résultat.
Corollaire. Soit w une forme différentielle extérieure de degré p sur la

variété riemannienne M. Si, considérée comme champ d’éléments de Clifford
sur M, on a Pw=0, o est une forme harmonique: dw = dw= 0.
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En effet, si Po=0, on a (d+)w=0 soit, puisque dwe AP(M) et
dwe AP M), dw=0 et dw=0.

Prenons au voisinage de me M n champs de vecteurs ey, e, ...e, et soit
Ve;,ej = Ve; Vej_— Vqu)-' On a

R(ei’ ej) = Veis‘»’j — ch’ei = Vﬁi Vej - Vej Ve‘- - chiej—vfﬁi .

On peut choisir les e; de telle sorte que les (), forment une base
orthonormale de T(M),, et que (V,¢), =0 Vi, j. En m

PP=3 €6V, V=2 Ve + 3 €6V, V=V, Vo) = X6V, .t 12 e R (e, ¢)
i,j i 1,j

i<y

Si I'on prend sur 7(M) la métrique riemannienne, e¢=1, Vi, et ZefV, , est le
laplacien A.
Dautre part, R(e;, €)=, Ryuere dans Cl(M). Le terme 1 > Rjuei¢ee

k<l 14k,
est somme de trois composantes dans CL, (M), Cly(M), Clo(M). Le terme de Cl{(M)
5 2R+ By + By eejec e est nul en vertu de la premieére identité de
Bianchi. Le terme de Cl(M), qui s’écrit %E(Riﬁk‘— Ry e:¢;¢;¢, est aussi nul. Le
terme de Cly(M) se réduit & la courbure scalaire IZRy;=1y.
On obtient P2=A+1y. P est donc une racine carrée du laplacien a la
courbure scalaire pres [11].

2 . Generalisations des fonctions analytiques

Sur Pespace affine euclidien E, muni d’'une base orthonormale ¢

3 .
A, =—— A,e.=0 vy, k
i St ; €k J
5 3 3 32
= s ——— ..___=2 — = A
p ;ef dad %eh dxk (Bxi)?

L’opérateur matriciel ) opérant sur les champs de spineurs ou d’éléments de
Clifford, est ici exactement une racine carrée de lopérateur scalaire A.
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Exemples.

L. Si n=2, ClE,) =R(2) et SE,)=R? E, est plongé dans CI(E,) par
10 0 1 S A
31“‘>< 0 1) 62—9(1 0) et eleg—<1 0) s'identifie & i=1/—1.

P= ] 3 A h N
=617+ € opére sur un champ de spineurs s de composantes u, v par

dw da?
_8 8 _9u  dv
Ps = dx Y\ (u - ox  y
8 3 )\w)7\ u )
dy oz dy ox

D est donc Popérateur de Cauchy-Riemann et les spineurs harmoniques (Ps = 0)
sont les fonctions analytiques u + iv de la variable complexe x + y.
D opére sur un champ de vecteurs X = ae; + be, par

9 2 % ,3h _(3b_3a,
_( 8 d\(-a b\_(%® 3y o Y \_ .
(T S (o se, )@ DIrEDee
oy ow ox By o 3y

2. Si n=38, CliF;)=C(2) et S(E3)=C?% E; se plonge dans Cl(E;) par les
matrices de Pauli

e1— Gl=<2 é) 62-—>O'2=(2 _O’L) 63——)53=(é _2) 616263-—-7:1.

D opére sur un champ de spineurs s de composantes (complexes) u(z, Y, ),
v(®, y, 2) par

8 8_.3 du B _dv
Ps = dz ox  3y\(y\_ (%% Ox Oy
S”<_a_ 8 _8 ><”>—(_aﬂ+ia_u._§l’>

ox 3y oz ox dy %

Les spineurs harmoniques de E; (Ps=0) sont les généralisations des
fonctions analytiques étudiées par Moisil et Théodorescu (cf. [15], [4] I p. 70).
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3. E. M. Stein et G. Weiss ([17], p. 171) on défini les équations de Cauchy-
Riemann associées & une représentation irréductible g— R, du groupe Spin(n)
dans un espace vectoriel U. C'est le systéme d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre qui exprime que, si % est une fonction 6~ sur E, a valeurs
dans U, sa différentielle Vu (identifiée au gradient), qui est une fonction sur &, &
valeurs dans E¥ ® U=E, ® U, prend ses valeurs dans le sous-espace K, [X] U de
E, ® U, produit de Cartan des représentation ¢ de Spin(n) dans £, (par x— gxg
dans CUE,)) et R dans U. Rappelons que le produit de Cartan E,[X]U est la
composante irréductible de E, ® U dont le poids maximal est la somme des poids
maximaux de ¢ et de B. Nous allons voir que cette condition s’écrit simplement
Pu=0 ou P est un opérateur de Dirac.

a) Considérons d’abord le cas le plus simple ou R =p, de poids maximal
, 0,0, ... E,QF, est somme de trois composantes irréductibles: N E, de
base les ¢;®e¢;—¢;®e;, i<j, V?E, (tenseurs symétriques de trace nulle)
=E,[XE,, de poids maximal (2, 0, 0, ...) et la représentation triviale P de
dimension un. En faisant opérer Spin(n) dans Ci(Z,) par u— gru@v1 , la muitiplica-
tion de Clifford u:E,®E,—CWE,) est un Spin(n)-morphisme d’image
(Cl(E,) = N2E,) ® (Cly(E,)=P) et de noyau V*E,=E,X E..

L’operateur de Dirac ) sur les fonctions & valeurs dans En‘est sV, et dire
que Pu =0 équivaut & dire que V prend ses valeurs dans le noyau de u: E, X B,
On a alors dans CIE,)

du;

]Du=2iei£i-(26juj)~(i ——-:) ]+2(__u_'_.,__)

i i<j 931’ ow;

d’ott un premier ensemble d’équations de Cauchy-Riemann, qui expriment que le
vecteur w est le gradient d’'une fonction harmonigque [16]

Su;  Suy;
'LL ¢ 1 ..
250 wmEm vl

7

7

Si % est identifié 4 une forme différentielle ces équations expriment, bien-
entendu, que du=0 et su=0.

b) Prenons plus généralement pour R la représentation de Spin(n) dans APE,
(0 <p < n) obtenue en identifiant AE, & Cl(E,) c CI(E,). C’est 1a représentation
usuelle de SO(n). Le produit tensoriel £, ® APE, est somme de trois composan-
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tes irréductibles: A7 E,, APTLE,, et enfin E, [X] A’E,,, qui est de poids maximal
@ 1,1, ..,1,0 ...

En identifiant A’E a CL(E,), la multiplication de Clifford
@i B, ®CLE,)—ClE,) qui est un Spin(n)-morphisme, a pour image
CL(E)=NE,) ® (Cly(E,)=ANPE,), et forcément, pour noyau
E,[XI\PE, puisqu’aucune composante irréductible de CL(E,) n’admet pour poids
maximal (2, 1, 1, ..., 1, 0, ...). En considérant une fonction » sur E,  valeurs
dans APE, comme une fonction & valeurs dans CL(E,), la condition Pu=0
équivaut & dire que V prend ses valeurs dans E,[x] A’E. En identifiant « & une
forme différentielle extérieure, Pu = 0 signifie, comme on Ia vu, que du=0 et
Su=0.

¢) Considérons maintenant la représentation spinorielle de Spin(x), irréduc-
tible si # est impair, de poids maximal &, %, ..., 1), somme directe de deux
représentations irréductibles distinctes: S(E,)=S*(E,) @ S~(E,), de poids
maximaux (3, 3, ..., ) et G, 4, ..., 5, — %) si n est pair.

La multipieation de Clifford i: E, ® S(&,)— S(E,) est un Spin(n)-morphisme
puisque &(g- ¢ ® s) = i(garg ® gs) =g - as =g-ulx®s).

Si (¢) est une base orthonormale de E,, lapplication v de S(E,) dans

E,® SE,): v(s)= %Eei ® ;s ne dépend pas de la base choisie et est un Spin(n)-

morphisme puisque
1 1 -1 -1 1 -1
v(gs) = —ﬁEei Regs = %Z(qeig ® ge;g - gs) = %296,-9 Rge;s=g-v(s).

On apgov=1Id(S(E,)) et E, ® S(E,) est somme directe de deux sous-modules
v(S(E.)), Kerg.

Si n est impair, Kerg = E,[X]S(E,) est irréductible et de poids 3, 3, ..., 1.

Si n est pair Kerg=(E,XS™E,))® E,X]S™(E,), que Pon peut noter
symboliquement E,X]S(E,).

L’opérateur de Dirac ) opére sur un champs de spineurs s, fonction sur E, &
valeurs dans S(E,), par D=ioV. Dire que Vs prend ses valewrs dans
E.[XIS(E,) équivaut o dire que Ps =0, c'est-a-dire que le champ de spineurs est
harmonique.

d) La derniére famille de représentations irréductibles usuelles de O(n) (done
de Spin(n)) est formée des représentations irréductibles dont les poids maxi-



64 R. DEHEUVELS [10]

maux sont de la forme (p, 0, 0, ..., 0). Une telle repésentation est classiquement
réalisée comme le sous-espace VP?E, de ®PE, que forment les tenseurs
symétriques dont toutes les traces sont nulles, ou comme l'espace des harmoni-
ques sphériques de degré p. Bien que ces représentations soient éloignées des
représentations fondamentales, qui interviennent naturellement dans les strue-
tures de Clifford (A?E,, S(E,)), on peut leur associer un opérateur du type de
Dirac D.

Faisons opérer espace euclidien E, sur le produit tensoriel ®PE, par une
multiplication u:E,® (VPE,)—E (prenant la place de la multiplication de
Clifford et inhomogéne comme elle). Si uwe V?E c @K

¥y = M(m ®Eui1ig...i,, €, ® i, ®..® eip)

=2 (Z &L Wji...1,, €3 ®..® 6:‘,,) + 2 (@ U0, — ¥ ujig...ip) 6 ® 2P

o i p *
igdy f Jriyedp

u est un O(n)-morphisme et le noyau de E,® V?E,— ® E, est exactement
VPHE,. SiTon définit Popérateur D sur les fonctions sur E, & valeurs dans V?E,

ar P =uoV=23X--(e%), la condition u prend ses valeurs dans VP*'E, équivaut
[ i p v
dx ’

& la condition u =0, et 'on montre aisément, que la condition Pu = 0 équivaut
& la propriété pour u d’étre le gradient itéré d’ordre p d'une fonction harmoni-
que H.

3 - Variétés riemanniennes compactes i courbure scalaire positive

L'un des problemes de la géométrie différentielle est de découvrir les
contraintes qu’impose la topologie d’une variété aux structures métriques qu’elle
peut porter.

L’invariant riemannien le plus faible est la courbure scalaire x et on souhaite
done savoir si, comme le tenseur complet de courbure, la courbure sectionelle, ou
la courbure de Ricei, elle est liée a la topologie de la variété.

Un premier résultat négatif est le suivant [10]: sur une variété compacte M de
dimension = 3 toute fonction numérique G> qui prend en un pont de M une
valewr <0 est la courbure scalaive d’'une métrigue riemannienne sur M.

Par contre, il existe des obstructions topologiques & I'existence sur M d’une
métrique & courbure scalaire nulle, ou positive ou nulle. Le premier résultat dans
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ce sens a été obtenu par le rapprochement de deux faits [11] concernant les
variétés spinorielles compactes orientés de dimension paire n = 2p:

1) la formule du type de Weitzenbick démontrée ci-dessus (comparaison de
deux laplaciens naturels, le laplacien spinoriel I)? et le laplacien riemannien A)
PP=A+1 -

ii) le théoréme de indice [1]. ) est un opérateur elliptique autoadjoint, done
d’indice nul, mais ses restrictions P, et I)_ aux champs de spineurs positifs
I'S. (M) resp. négatifs I'S_(M), sont elliptiques et adjoints I'un de Pautre. Le
théoréme de lindice affirme alors que

Indice de P, = dim(KerP,) — dim(Ker P_) = (— 1)PA(M)

ot A(M) est le A-genre de la variété. Le A-genre est le polynome en les classes
de Pontrjagin déterminé par la fonction génératrice produit de p séries formelles

[Puisque la série .7 est symétrique et paire en les x;, ses termes s’expriment
a laide des fonctions symétriques élémentaires en les #%, qui s'interprétent
comme les classes de Pontrjagin p,. Par exemple, ses termes de degré 2, 4 sont

Lo P 1
5 4293] o4 et 5760( 4ps + Tp%). Les coefficients successifs

sont liés aux nombres de Bernouilli B, en vertu du développement

respectivement —

B
—_1_ (02 4 22 4 — 1\k 02k %
Smh 1-(2 2) x + (2 2)4!:3 e (= 1)F (2 2)(2k)'
_1 p_1
oll 31—6, BZ 307

Les classes de Pontrjagin sont des classes de cohomologie de degré pair et
Pon a A(M) =0 si la dimension de M n’est pas un multiple de 4. La formule de
Pindice montre d'ailleurs que si wy(M) =0, A(M) est nécessairement un entier!]

On peut alors faire le raisonnement suivant [11]. Si x>0, on ne peut avoir
P2 =(A+1y)s=0 que si s=0: il wyY a pas de spineurs harmonique non nul.
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L’indice de V.. est donc non nul et aussi le A-gem"e AM) de M. 11 en résulte
qu'une variété M, compacte, orientée, de dimension paire, telle que w,(M) =0 et
A(M) # 0 ne peut admettre aucune métrique riemannienne & courbure scalaire
%> 0.

Exemples

1. Les espaces projectifs quaternioniens P,(H) (de dimension 4k) sont des
variétés spinorielles, dont les métriques standards ont une courbure sectionelle
positive, et dont les A-genres sont nuls.

2. Le plan projectif complexe Py(C) a un A-genre non nul, et sa métrique
standard est & courbure positive, mais ce n'est pas une variété spinorielle
(wo(Po(C)) # 0).

3. A Texception des tores, les espaces homogénes de groupes de Lie
compacts munis de leurs métriques biinvariantes sont & courbure scalaire y > 0.

Ceux d’entre eux qui sont des variétés spinorielles ne possédent, donc aucun
spineur harmonique non nul.

4. Les tores ne peuvent porter aucune métrique a courbure scalaire x> 0.
Done toute métrique sur un tore dont la courbure sclaire y est positive ou nulle
est nécessairement plate.

Plus généralement toute variété compacte possédant une métrique dont la
courbure sectionnelle est <0 ne peut porter de métrique avec 3 >0. Toute
métrique pour laquelle y =0 est plate [6], [7], [8].

L’inconvénient évident du résultat précédent est qu’il n'intéresse que les
variétés dont la dimension est un multiple de 4.

Une extension du A-genre a heuresement été trouvée sous la forme d’un
homomorphisme ¢ de 'anneau gradué de cobordisme spinoriel Qg sur 'anneau
gradué KO(point) (noté aussi KR, périodique et de période 8) surjectif en toutes
dimensions, et coincidant avec le A-genre en dimension 4k. Si M est une variété
spinorielle compacte possédant une métrique & courbure scalaire positive, alors
le L/f—genre total AWM est nul [9).

Si 9 est lidéal Ker ¢ de Panneau de cobordisme spinoriel il semble qu’il
coincide avec lidéal &© que forment les classes de cobordisme des variétés
spinorielles simplement connexes possédant une métrique a courbure scalaire
positive. De plus, toute variété compacte simplement connexe M telle que
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ws(M) # 0 (done non spinorielle) de dimension % =5 posséde une métrique a
courbure scalaire positive.

Le probléme de x>0 semble done résolu pour les variétés compactes
simplement connexes. Il ne l'est pas encore pour les variétés non simplement
connexes [6] [7] (8]
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