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ALBERTO CIALDEA (%)

Formule di maggiorazione e teoremi di completezza
relativi al sistema dell’elasticita tridimensionale (**)

1 - Posizione dei problemi

Sia Q un campo limitato dello spazio reale cartesiano R® tale che R®— 0 sia
connesso e la frontiera 9Q sia una superficie di Lyapunov, ossia il vettore
normale interna v(x) risulti di classe C* su X e quindi le sue componenti v{x)
soddisfano una condizione uniforme di Hélder su 32 per qualche esponente A
O<as1).

Indichiamo con L*(Q) (LP(3Q)) la classe dei vettori le cui componenti sono
funzioni misurabili secondo Lebesgue su Q2 (su 3Q) a potenza p-sima sommabile.
Con HYQ) indichiamo la classe dei vettori (f;, f3, f3) € LA(Q) tali che G=12,3)
possiede derivate deboli di quadrato sommabile in Q.

Con C*Q) indichiamo lo spazio dei vettori le cui componenti sono derivabili
con continuitd fino all'ordine k& incluso. CY(Q) & lo spazio dei vettori (fi, f5,
f3) € C(Q) tali che f;, 9f;/3x, (j, h=1, 2, 3) coincidono con funzioni continue su
tutto Q.

Consideriamo il problema

(1.1) ve CHQ) n CHQ) Av=0 inQ Lv=f su aQ
dove A ed L, scritti in forma vettoriale, sono

(1.2) - Au=p grad dive —rot rotu  (u>4/3)

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universitd «La Sapienza», P.le Aldo
Moro 2, 1-00185 Roma. ‘
(**) Ricevuto: 17-X-1988.
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(1.3) Lu=(:—2) divu~v+2%l+ y Arota.
v
Poniamo
1 w2 o
E(U) = ﬂf [Z (’Ui,j + ’U]"i) (’Uiyj + 'I)j’i) + “‘“‘2“‘ (le ?)) ] dx

dove v; ;= dv;/dw; e viene adottata la solita convenzione di sommatoria per gli
indici ripetuti.

Come & ben noto E(v) rappresenta lenergia di deformazione. Vogliamo
maggiorare E(v) con le forze di superficie, ossia mediante il vettore f.

Osserviamo che, se v & soluzione di (1.1), con un’integrazione per parti, si
ottiene (*)

E@) = ——%— a{{ vLvds <%anaa [1£llse -

Consideriamo ora il

|['UH§Q

1.4 SWEW

essendo W= {veH'Q)| [va+bAx)de=0 Va, beR®}.
an
Se si riesce a maggiorare questo estremo superiore mediante una costante K,

si ha

12
E@w) S%—E(v)”zllf llaa ossia

(15 E@) <L/l

purché, ovviamente, si imponga alla soluzione v di (1.1) di essere ortogonale su
30 agli spostamenti rigidi. D’altra parte, essendo Ew+a-+bAx)=E®) ed

() Avendo posto, ovviamente, |vfgo = [v;v;do.
0
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L(v+a+bAx)=Lv, la (1.5) rimane acquisita per ogni soluzione vdi (1.1). In2 e
3 mostreremo un metodo per ottenere esplicitamente una costante K. La tecnica
impiegata trae partito da un procedimento introdotto da L. E. Payne e H. F.
Weinberger in [7].

In questo paragrafo introduttivo vogliamo ancora osservare che, come si
prova con ragionamenti classici,

Ivle _ 2
(1.6) SPEW

essendo 2, il pili piccolo autovalore non nullo del seguente problema di Stekloff
veCG)NCHQ  Av=0 ImQ  Lv+iw=0 sud.

In 4 viene affrontato infine il problema della completezza di sistemi di funzioni
approssimanti la soluzione del problema dell’elasticita nel quale vengono
assegnate le forze superficiali e quelle di massa.

Si considera prima la completezza in un campo a contorno connesso del
sistema delle soluzioni polinomiali del’equazione omogenea dell’equilibrio elasti-
co relativamente all’'operatore che sulla frontiera rappresenta le forze superficiali
per mezzo degli spostamenti. Si considera poi il caso generale relativo a forze di
massa non nulle,

Le formule di maggiorazione ottenute nella prima parte del lavoro permetto-
no la maggiorazione esplicita dell’errore di approssimazione.

2 - Maggiorazione relativa alla sfera

Consideriamo il problema di Stekloff seguente
2.1) wueCYD)n CYD) Au=0 in D Lu+rxu=0 sudD

essendo D il campo sferico: |x| <1.
Introduciamo un sistema di coordinate polari o, ¢, 4 (=0, 0<op<n,
0 =<9 =<2r) mediante le relazioni x =p sene cosd, y=p seng send, z=p CoS .
Siano (., u,, ;) le componenti (o proiezioni) di u secondo le linee coordinate
del sistema polare. In [1] si trova dimostrato che, se il vettore u & soluzione
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R

dell’equazione Au =0 in D, sussistono i seguenti sviluppi

o 2n
(22)1 u,: = 2 nk(P) Ynk
n=0 k=0
_ - aYnk aYnk
(2.2) 4= 3 3l V@) 34 Wale) = 557
— = & 1 1 aYnk_ aYnk
(22)3 Uy = n2=1 P 'n(’n + 1) [Vnk(P) seng ad nk(p)
dove {Y,;} & il sistema di funzioni sferiche
(224 pe ¥, cos o)
y _44— 1= vw v _
e, =1 5 (n+k)'] X®(cos ¢) sen®¢ cos kd k=1,..,n)
2n—k)!
[277'2: 1 nk’ ) 12 X%"(cos p) sen* "¢ sen(k —n)

k=n+1, ...,Zn)

ove n=0, 1, 2, ... ed X, (cosg) &il polinomio di Legendre di grado n. Inoltre

(2.3) Unilp) = Aty o' + By B5.0™4
(23)2 Vnk(P) n(n + 1) [Ank Yn Pn_l + Bnk 8; pn+1]
(2.3)3 Warle) =n(n + 1) Copp”

k=0, 1, ..., 2n), (n=0, 1, 2, ...) essendo A, B, C. costanti arbitrarie e
at=n[n—-1)—pn+1)], pi=@+Dn+2-pn], ri=10-wnr-1D-2,
=0-p)n+1)—2u

Consideriamo ora Poperatore al contorno Lu; le sue componenti nel sistema di
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riferimento polare sono (%)

)= -2 ey @=L e D (%
), = —2——(u-— U),=———75——
¢ 3 T e 9 T8 s
2.4)
1 %% 3 s
L)y = seng 34 'ap(p)
A=li( u,) + L ~—(senou,) 1 Sus
o B seng 2 7 seno 94

Un caleolo diretto mostra che, se % & dato da (2.2), si ha

A=divi=6By Y+ 3 S Bulln+3)8:—nn+ 1)éle Y.

n=1 k=0

L’equazioneé Lu 4+ 2w =0 su 3D equivale al sistema
L), + 2u, =0 L), + ru, =0 Law)s+rus=0 (=1

ossia, tenendo presente la (2.4),

>: z [(n— 1) Ayt + (0 + 1) B 821 Vo
+ (@ —2){6By Yy + 7,21 LZank[(n +3)pL —n(n+1)841 Y}
E kz A+ Brafi) Y
S S Lot + Bupn S
+,12:1 :2:: {l(n— 2)Ank7’n+’ﬂBnk5\ -1 Cu Seim a;;lk}
=2 Z Z {lAw vh+ B 8% a;::" + Cut sefm a;:;* };

(® Cfr. ad esempio [2].
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g 1 aYnl\
u u nE
nz= kz= otk Buf seng 34
5o S 1 aYnk aYnk
n}; Z {[(?’L 2) Ank '}’n + ankon sen o a8 ( 1) an @ }
= Y 3y,
=X 2 2 {[AnkYn+szk°n] 3 £ an k}
n=1 k=0 ¢ 3 §J
Introdotti i vettori di componenti polari
a/nkz(Ynk; O, 0) (n=0, ]., 2, ...; k=0, 1,
T n+ )2 8 (nn+ 1) seng 34
=12 ...; k=0,1, ..
Y 37,
e = (0, 1 1 k 1 k

(n(n+ 1) sengp 38’ h (n(n + 1)¥2 By

n=12,...; k=0,1, ..

il precedente sistema non & altro che l'equazione vettoriale

o« 2n
FOO“OO'*' 2 Z (Fnkank+0nk bnk+Ankcnk) =0

n=1 k=0

dove: n=1, 2, ...; k=0, 1, ..., 2n; I'yy=2@Bu—4— 1) By,

(6]

ceey 2m)

., 2n)

., 2n)

— ’)’L(’I’L + 1) Loy ] A[Amk al + Bnkﬁ'a“z] ’

Op= Ank akh -+ Bnkﬁ'l;z +(n— 2) Ank rh+ ank 8% — )\[Ank rh+ Bnk 8;] 5

Ank= ('n -1- A) an .
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Essendo il sistema g, Gty Ouiy G =1, 2, ...; k=0, 1, ..., 2n) ortonor-
male sulla sfera, dovrd essere

(2.5) Typ=0 Ty=0,=A;=0 n=1,2,...; k=0,1, ..., 2n).
I valori di X per i quali esistono delle autosoluzioni A, By, Cu del sistema
(2.5) saranno quindi autovalori del problema (2.1).
Dall’equazione I'y = 0 e dal fatto che By non compare nelle altre equazioni del
sistema (2.5), si trae che
(2.6) A=3u—-4
& un autovalore del problema (2.1).
Dalle equazioni A,,=0 e dal fatto che le C,, non compaiono nelle altre
equazioni del sistema (2.5), si trae che
2.7 r=n—1 (n=1,2,..)
sono autovalori del problema (2.1).

Infine, Iy =0,,=0, osservando che a%=mny%, si pud scrivere al modo
seguente

[2n(n —1) = an] vh Am
+{2n+ 14+ —2)[(n + 3) B4 — n(n + 1) 84] — AB4} Bue = 0
n[2n—2— 2]y Ay +ulBs+ (m—2)81 B,y =0.

Il determinante dei coefficienti di questo sistema & nullo se e solo se
(2.8) n—2—2=0 oppure
(2.9) 2+ D4+ (p—2)[(n+ 8) 4 — nin+ 1) 841 — A8 = nps + (n — 1) &1

Dalla (2.8) si trae che

2.10) A=2(n—1) n=1,2 ..
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sono autovalori del problema (2.1). La (2.9), osservato che p%—néd
=2(n+ 14 un)#0, ammette la radice

2u—-1)nt+2@u—8)n+38u—4
B n(l+u) +1

2.11) A n=12 ..).

La (2.11), quindi, fornisce altri >autovalori. Dalla completezza del sistema ag, @y,
buky € () si deduce che (2.6), (2.7), (2.10), (2.11) sono tutti gli autovalori del
problema (2.1).

I. S ha
2upt?
Sp-M}-zaB:/?’ 3u—4 48<p<T/4
s Bw) N\, W<y,

In base alla (1.6) & sufficiente determinare il pitl piccolo autovalore non nullo
del problema (2.1), ossia il pitt piccolo valore non nullo tra quelli forniti dalle (2.6),
(2.7, (2.10), (2.11). Con considerazioni del tutto elementari si trova

33;1—4
_/ ut2

\1 Th<p

43 <p<T/4
2.12) A

ossia la tesi.

3 - Formule di maggiorazione in domini generali
I1. Sussistono le seguenti relazioni

ol _  lolBa _ el
@1 SWEw SE%“; Ew) SR Ew)’

() Cfr. [1], pp. 294-295.
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dove Q & un campo che soddisfa le condizioni indicate in 1, W & lo spazio definito
nel medesimo paragrafo e

Wo={uec H(Q)NnCHQ)|Au=0 in Q Jul@+bAx)de=0  Va, beR%
H={ue HQ)NCHQ)|Au=0 in Q ful@+bAx)de=0 Va, beR%}.

La prima relazione in (3.1) & ovvia. Sia ora v € W, e siano y(x) k=1, ..., 6) gli
spostamenti rigidi ortonormalizzati in modo che

oo A = Sy
Q2

6
Poniamo w(x) = v(x) — > e i) = [ugde.
k=1 a2

E ovvio che u € 3C ed E(u) = E(). Inoltre, essendo v ortogonale agli spostamenti
rigidi su 92, si ha

6
llea = lella + 115 e xlfa = lolRo
=1

da cui segue facilmente la tesi.
Sul campo Q facciamo l'ulteriore ipotesi che sia definito 'omeomorfismo

3.2) Y =y, B, %) (i=12,3)

di @ suD (D:ly|<1), di classe 2 in Q e tale che il determinante della matrice
3y ¥ ¥
3wy, x5, ®3)
rappresenta un sistema di coordinate curvilinee in Q. Sia % un vettore
appartenente ad H*(Q); indicheremo con (u;, us, us) le sue componentti covarian-
t1 rispetto al sistema di coordinate curvilinee (3%, %, ¥° e con (v;, vz, v3) le sue
componenti rispetto alle coordinate cartesiane ortogonali (x;, xs, %3).
Posto

jacobiana sia sempre diverso da zero in Q. Allora (%}, ¥, %

S) == { (v;;+v;) (W;;+ ;) dee

|-
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& ben noto che si pud scrivere (%)
Sw) = i f\/—g"‘g’l(uu + ) (g + uyy) dy

dove g% sono le componenti controvarianti del tensore fondamentale, ossia
ayi ayk
aa, 3,
covarianti del tensore fondamentale, ossia linverso del determinante della

* = , g & il determinante della matrice formata dalle componenti

matrice {g*}, e, infine, u; denota la derivata covariante ui{j-————{ } U
essendo {ip j} il simbolo di Christoffel di seconda specie (%).

Poniamo inoltre

o 2y B | B o du;

2, Dw) = J =25y
D J J

Solw) = j (ay] 3y’ dy; oy

Per le ipotesi fatte sulle funzioni (3.2) esistono tre costanti positive «, 8, y tali
che

(3.3) abi &< gMgUEE<BEE;
(3.4) \fg"‘gﬂ{ }{k FEESTES

valida per ogni £eR? e per ogni y € D.
Applicando (3.3), (8.4) e la disuguaglianza triangolare, si ottiene facilmente

(3.5) alSo(w) 1 < [S)2 + y( [ uyu; dy)*2.

D’altra parte, sia X lo spazio delle funzioni scalari o € H{(D), tali che
[ ¢dy =0 munito del prodotto scalare
D

(3.6) (o, )= [ grado grady¢ dy.

¢ Cfr. [9].
¢) Cfr. [5], p. 124.
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11 problema

@7  weCUD)n CXD) Ayu+pu=0 in D %@i—;o su 8D
v

ammette come autovalori le radici dell'equazione (%)

(3.8 —&d; (VP )1 =0
7 Inai(T) o e . . N
dove ¢,(r) = 5~ ¢ Ju+s(7) indica la funzione di Bessel d’ordine 7 + 1/2. Se

P € radice dell’equazione (3.8), allora le funzioni

Sz’n( V pnl P) Ynk(¢y 19) (k = 0, 1, vaey 27’&)

sono autosoluzioni del problema (3.7).

Ordiniamo gli autovalori in un’unica successione, diciamo {pw}
@o=0<p;<p,...), e siano mx) (h=1, 2, ...) le relative autofunzioni (che
certamente appartengono allo spazio X) ortonormalizzate secondo il prodotto
scalare (3.6). Consideriamo, quindi, le proiezioni

Pn@___Z(ﬂh} ?)ﬁh Qn=I-Pn
h=1
Risulta

Jdy
D
su

;Eanﬁ (?’7, @) pn+1.

Dato un ¢>0, possiamo quindi determinare un m tale che
Jfdy<é [lgradofdy - VpeQmx;
D D

in altri termini, per ogni funzione scalare ¢ € HY(D) tale che

3.9) fedy=0 [grady gradm,dy =0 (h=1, ..., m).

D D

(%) Cfr. ad esempio [8], pp. 177 e p. 111-114.
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E opportuno osservare che, essendo le =, autosoluzioni di (8.7), mediante le
formule di Green, le (3.9) si riserivono al modo seguente (=y=1)

(3.10) [ omdy =0 h=0,1, ..., m).
D

Tornando alla (3.5), si puo affermare che
a[So(u) "2 < [S)]'2 + ye[Do(u)]*
per ogni u € HY(Q) tale che

(3.11) fumdy=0  (G=1,2,8 h=0,1, ..., m).
D

D’altra parte, in [7] & dimostrato che Dy(w) s%so(u) per ogni u € HY(Q) tale
che

3.12) f(%—%)d =0 G,j=1,2, 3)
M 5 ay] ayl y 7.7 b b .

In definitiva si ha
o Ss)]2 < [S)] + ye /% [So(u)]

per ogni % € HY(Q) tale che valgano (3.11), (3.12). Se ¢ (e quindi m) viene scelto in

modo tale che ¢ < - /-1-3- £ allora
56 y

S <CS@  C 13

 (VBo— V56 e

per ogni u € HY(Q) tale che valgano (3.11), (3.12).
Inoltre si ha

f |u]2 dO‘x = fgihuiuhH dG'y = Cg fui U; do'y Yu € LZ(SQ)
Ee] oD 3D
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(con ovvio significato di H(y) e di C,). Possiamo quindi dire

15 Dl
: Sw) ' Syw)

per ogni u € H(Q) tale che valgano (3.11), (3.12).
Dal Teorema I si deduce

fuiui de
aD
3.14 Ra— )
®.19) So)
per ogni u € HY(Q) tale che
(3.15) fujdcry = G=1, 2, 3)
ab
(3.16) iy’ = uyHde, =0 (i,7=1,2, 8).
ab

Osserviamo che su 3D — v; =y’ e quindi le (3.16) coincidono con le (3.12). Da
(3.13), (3.14) si trae

”u”an

S( ) \ZCICZ

per ogni % € H'(Q) tale che valgano (3.11), (3.15), (3.16).
Inoltre, poiché 0=< [(divu)®’dx<3S(w) si ha
0

2C;C >2
o s ¢

Ew N K=

3#4_40102 4h3<p<2

per ogni u e H'(Q) tale che valgano (8.11), (3.15), (3.16).
Muniamo ora lo spazio I, introdotto allinizio di questo paragrafo, del
prodotto scalare seguente

(«f, h))—f[ (ﬁ;-i—fﬁ)(h,]+hj,)+ dlvfdlvh]dx
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(essendo ovviamente f; ed k; le componenti di f e g rispetto alle coordinate
cartesiane ortogonali (x;, @, «,)). Consideriamo il seguente sottospazio
X = {u €9C| sussistono le (3.11), (3.15), (3.16)}. Possiamo affermare che

”u”gn
SE? B ) <K,

con K, costante nota esplicitamente. D’altra parte, X & un sottospazio di 3¢ di

codimensione finita. Per convincersi di questo basta scrivere le condizioni (3.11),

(3.15), (3.16) come condizioni di ortogonalita rispetto al prodotto scalare

introdotto in JC. Cio si pud fare esplicitamente al seguente modo: indichiamo con

N(x, t)={Ny(x, 1)} il secondo tensore di Green ossia il tensore di Green relativo

al problema (1.1), per la definizione del quale rimandiamo a [6] (p. 399-402).
Se € I possiamo scrivere ()

u(w) = -;- [ NGz, ¢ Lu(t)ds, veQ

e, con una integrazione per parti, permessa dalle singolarita di N(z, t)
(ricordando che v, sono le componenti di « rispetto al sistema di coordinate
cartesiane ortogonali in Q)

(3.17) @) = [ {3 @0 + v (L Ny, )
s 4 3t
3 p—2
+ &jNhj(w, )+ 5 divu div[Ny(xz, £)]} dt el
(Ny(w, t) & il vettore di componenti Ny, t)). Essendo Uy = vkg—;% le condizioni

(3.11), (3.15), (8.16) si possono scrivere al modo seguente
(w, Wi)=0 (h=0,1,...,m; j=1,2 3) ((w, UN=0 (¢=1,2,3)

(w, Vi) =0 (,7=1,2,3)

() Cfr. [6], pp. 403-404.
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dove W);, U;, V;; hanno rispettivamente le componenti

5 8,
W)= [Nulw, Dm@o % —de U= [Nuto, D5, K@
g Vg

3w, _om,
Va® = [INu, Oyi@) —2 — Ny, Dyi)—t] K@) do,
a0 oyt oy’

B(w) = Hly@)]™).
X* & quindi il sottospazio di 9C generato dai vettori W;, U;, V. Sia

su /3o
ueX* E(u)

=K2.

K, risulta finita perché altrimenti esisterebbe un u e X* tale che |julff; =1,
E(u)=0. Ma cid & assurdo,perché E(u)=0 implica che u & uno spostamento
rigido e quindi, per definizione di 3¢, w=0 e |jul, = 0.

Posto quindi % =, + up, u; € X, up e X*, si ha(®

fulfo < (1 + _“) ealBe + (1 + ) [uslffe < (K + Ky) (E(uy) + E(up)

= (K, + Ky E(u) Vu € 3.

In base al Teorema II possiamo scrivere

SLEW g‘(”a)Q s Kl + K2

4 - Teoremi di completezza

Sia © un campo che soddisfa le ipotesi indicate in 1. Indichiamo con
{w; k=1, 2, ...} un sistema di soluzioni polinomiali omogenee dellequazione
Awu=0. Per una costruzione di tale sistema rimandiamo a [4] (p. 60).

() Si sfrutta il fatto elementare che per ogni a, b, ceR con ¢>0, risulta
@+ b2 +c)a®+ 1 +c H2
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IIL. 11 sistema {Loy; k=1, 2, ...} & completo (nella norma uniforme) nello
spazio dei vettori fe CUE) ortogonali agli spostamenti rigidi.

Sia M(2) il duale topologico di C%(X), ossia lo spazio vettoriale i cui elementi
sono = (B!, B% B, con £’ misura di Borel.

Consideriamo g e M(X) tale che

@1 [Lopd=0  (h=1,2,..).
Dobbiamo dimostrare che [fd3=0 per ogni fe C%Z) tale che
4.2) [fla+bAx)de=0 Va, beR®.

Da (4.1) si trae
[ L,[s(z, y)1d8,=0 Ve eR3 -0

p—1 32
2‘U. axi axj

essendo s(x, y) la matrice di Somigliana {8; lx'l‘yl - |l — yl}.

Allora, se pe C*(R® e p<0, possiamo scrivere
fpll(xp) daa:; ijy[sh(xp; ’!/)] dﬁgj =0
z z

avendo indicato con s*(x, ¥) il vettore le cui componenti sono gli elementi dell’k-
sima riga di s(x, ¥); L;v & la componente j-sima di Lv e X, & la superficie di
equazione x, =z +oy(x), x€X e y(x) vettore unitario di classe 1 su X tale che
7(®) - (@) = 70> 0.

Passando al limite per o— 07, si ottiene (%)

(4.3) —2x [p;dg? + [ dB} [ pu(x) Ly[s™(x, y)]do,=0

ossia fTpdg=0 Vp € C*(R®) dove

) Cfr. [3].
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Tp=(T1p, Tep, Tsp) T;p(y) = — 2zpi(y) + I o) Ljy[sh(x; y)]do,

e questo ultimo integrale & un integrale singolare.
Sia T* Poperatore seguente, T*q= (T¥q, T5q, T§q),

T q(x) = — 2nq™(@) + [ ¢'(y) Ly[s"(x, ¥)]do,.

L’operatore T* risulta riducibile, ossia esiste un operatore integrale singolare
S tale che(®)

presentando la matrice nucleare {K}(x, ¥)} soltanto singolarita deboli. Allora si
ha

[(ST*)* pli = (TS* p) = p(x) + [ pi(y) Kily, %)do,.

Sostituendo nella (4.3) p con S*p, si ottiene

Zf P B + zf d/s”ézf ) Kiy, ©)ds,=0 Vp e C=(R?).

Poiché Ki(x, v) preserita solo singolaritd deboli, si vede facilmente che &
possibile applicare i teoremi di Tonelli e Fubini e scrivere

EI pedff=— zf ) dcyzf Ki(y, x)dgt Vp e C*(RY).

Da cid segue immediatamente che 8 & una misura assolutamente continua su >
e che, inoltre, la derivata di g rispetto alla misura superficiale di Lebesgue su X
appartiene ad L*(Z) per qualche s>1. In altri termini

dg* = o*do ok e L(Z).
La (4.3) diventa quindi

—2r [pjede + [ o(y)do, [ prx) Lyls*x, y)1do,=0 Vp € C*(R®)

() Cfr. [6], pp. 247-259.
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da cui

—2roMx) + [ /(y) Ly [s"(x, y)]de, =0 g.0. t€X,
z

Ma le autosoluzioni di questa equazione sono gli spostamenti rigidi ("), ossia
p=a+bAx (xeX).
Se f soddisfa (4.2) si ha
[fdg= [fla+bAx)de=0.
z z
E interessante anche osservare il seguente teorema di completezza.
IV. Sia Q, un campo contenente Q. Il sistema {(Au, Lu)|ueC>(Q))} &

completo (nella norma uniforme) nello spazio dei vettori (f, g) € CQ) X C*(%)
tali che

4.4) [fla+bAx)de+ [gla+bAx)de=0 Ya, beR®.
a z

Sia («, B) € M(Q) X M(Z) tale che

(4.5) JAuda+ [LudB=0 Yu € C°(Q,).

In particolare

fLa)hd,B’:O (r=1,2,,,)

e quindi, per il Teorema III,

4.6) . dB=(e+bAx)ds.
La (4.5) allora diventa

[Auda+ fLu(a+bAz)ds=0 Va e C=(Qy)
Q z

(™) Cfr. [6], pp. 367-371. Avvertiamo che in [6] & stata scelta la normale esterna; cid
implica delle ovvie differenze di segno.
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e, integrando per parti,

JAuda= [ Au(a+bAx)de VYu e C*(Q).

g fo)

Da cid segue che

[Hda= [Ha+bAz)de
2 2

per ogni vettore H le cui componenti siano dei polinomi. Cid mostra che o &
assolutamente continua in 2 e che la sua derivata rispetto alla misura di
Lebesgue in Q ¢ a+bAx

4.7 de=(a+bAx)de.

Sia ora (f, g) € C%Q) x C%Z) tale che sussistono le (4.4); da (4.6), (4.7) segue
immediatamente

[fda+ [gdg= [fla+bAR)da+ [gla+bAx)do=0

ossia la tesi.
Come corollari dei teoremi IIT e IV si hanno i seguenti teoremi.

V. Sta 1<sp<+oo, [l sistema {Lwy; h=1, 2, ...} & completo (nella norma
L?) mello spazio delle fe LP(X) che verificano le (4.2).

VI. Sia 1sp<+ . I sistema {(Au, Lu)|ue C*(Q,)} ¢ completo (nella
norma LF) nello spazio delle (f, ¢) e LP(Q) X LP(Z) che verificano le (4.4).

Osserviamo anche che, con dimostrazioni perfettamente analoghe a quelle qui
svolte, & possibile dimostrare i Teoremi III IV, V, VI dove all’operatore L si
sostituisca I'operatore

Liv=(p—-1-2)divu- v+(1+)\)-—+A(vArotu)

con p>0; —1<i<min{l; Bu—2)2}; alle (4.2) e alle (4.4) si sostituiscano
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rispettivamente (*¥)
ffdc=0 ffdx+fgdc=0.
z o3 z
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Summary

If v is a smooth solution of the second boudary-value problem of classical elasticity

(1.1), then the inequality (1.5) holds, where E(v) s the strain energy and f represents the
surface forces acting on the body surface. In this paper a method for explicitly
determining the constant K in (1.5) is given. Moreover completeness theorems connected
to the problem (1.1) are proved. ‘

%% %

(%) Sinoti, infatti, che le autosoluzioni del problema Au=0inQ, L, u = 0 su X, sono le

costanti (efr. [4], pp. 43-46).



