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ANGIOLA LETIZIA (%)

Semimoduli g-Noetheriani (**)

1 - Premesse

Sia S(*) un A-insieme(?). Convenuto di scrivere «x invece di a*x, & detto
c-sistema in S (cfr. [1];) ogni sistema di chiusura # in S tale che

(e) V.tlcaA VXcS: AXTAXAT

(dove X' & la chiusura di X in 7).
Dati 2 e A, X ¢S, porremo, come & usuale,

X:a={seShScX} RX)={aeA| IneN t.c. «*ScX} (radicale di X).
Diremo l'insieme )X traslato di X tramite X ed osserviamo che
XcXie)XcX MX:D)cX.

E anche utile per il seguito notare che, dato un A-insieme S(*) e un sistema di
chiusura / in S, si ha N.B.L.. L’assioma (c) & equivalente a

() VieA VTelf T:ae f TcT:x.

Infatti, dato (¢), si ha AT=)NT'¢cT'=T e quindi T¢cT:) Inoltre si ha
AT A \(T:2) cT'=T e da cid T: ) cT:; segue la tesi poiché T:xcT:

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, 1-73100 Lecce.
(**) Ricevuto: 14-X-1988.
() Cioé * & una operazione esterna nell'insieme S con dominio di operatori sul
semigruppo commutativo A(-) tale che a*(B*x)= («8)*x Va, fcA VreS.
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Viceversa, valendo (c) e dati da € cA, XcS, & chiaro che X ¢X},
proviamo che &X' ¢ZX.

Con xe ¢, poiché da 21X cDX, segue X cHX':) ed essendo ODX':)e 7, si
ha che X'chX':2; da cio la tesi.

Facciamo presente infine che le leggi di composizione interne che considere-
remo nel seguito saranno commutative, anche se cid non sard esplicitamente
detto.

2 - g-sottogruppi

Sia S(-) un semigruppo 7'¢ S.
Diremo che T' & un g-sottosemigruppo di S se & un sottosemigruppo tale che

(&) Ve, yeS:ayeT, xzeT=yeT.

Notiamo subito che i filtri sono ovviamente g-sottosemigruppi e che esistono
g-sottosemigruppi che non sono filtri, per esempio, T'= {4"},..y, in (Z, -). Inoltre

Osservazione I. Se S(-) & un gruppo, un sottosemigruppo T # @ di S(-) &
un g-sottosemigruppo se e solo se & un sottogruppo.

Svolgiamo ora alcune considerazioni che forniscono, fra Paltro, esempi di
sottogruppi di semigruppi che non sono g-sottosemigruppi.

Proposizione 1. Sia S=[Q, G,, 0] un semireticolo forte di gruppi(®), sia
Q' c Q. Risulta che U G, & un g-sottosemigruppo di S se e solo se Q' & un filtro
di Q.

() Un semigruppo S(-) & detto semireticolo forte di gruppi se:

(i) Esistono un semireticolo inferiore Q(<) e una famiglia di gruppi (G, t.c.
S = Y G, e G,NG=0 Va, BeQ, a#B.

(i) Esiste una famiglia di applicazioni (@3, 5e,, dove y = {(a, 8) € Q|a =g}, t.c. §5eun
omomorfismo di G, in G, con @ omomorfismo identico su G, e t.c., se «-8-y€Q con
a=f=y allora §5- 04 =02

(i) Con a, beS, si ha a-b=@a) - B%(b) dove ae G, beGs e y=a-B=inf{a, 8}.
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Dim. Se Q'=@ lasserto & ovvio; sia percio Q' #f. Sia Y G, un
g-sottosemigruppo di S, allora Q' & un sottosemigruppo di Q. Inoltre se x e Q' e
e conf=a,alloral,-1;,=1,¢€ Y G,;dacidlze Y, G,, onde Be Q'. Viceversa,
sia Q" un filtro, allora U G, & un sottosemigruppo di S(-) essendo Q' stabile
rispetto all'operazione in Q associata a <. Inoltre se xy, xe U G, si ha xy € Gy,

xeG,,yeG,conp, yeQ', deQ. Pertanto yd=peQ’, yeQ’';dacid $€ Q' e quindi
ye U G,.

€0’

Poiché {«} & un filtro per Q se e solo se « & massimale in Q, si ha

Corollario 2. Sia S =[Q, G,, 03] un semireticolo forte di gruppi. Risulta
che G, & g-sottosemigruppo di S se e solo se « & massimale in Q.

Proposizione 3. Se S=[Q, G,, 03] ¢ un semireticolo forte di gruppt e se
T+ 0 &un g-sottosemigruppo di S allora, per ognia € Q tale che T NG, # 0, si ha
TG, ¢ sottogruppo di G,.

Dim. SiazeTnG,,sihacosiz=1,.xeTnG,equindi 1,e T nG,; inoltre
daw;'-x=1,eT G, segue x7' € T n G,; pertanto, essendo T n G, un sottosemi-
gruppo di G,, si ha la tesi.

Proposizione 4. Sia S=[Q, G,, @] un semireticolo forte di gruppi e sia
B+ AcG,. Risulta che A & un g-sottosemigruppo di S(-) se e solo se A ¢
sottogruppo di G, e « & massimale in Q.

Dim. Poiché A=AnG,#0 & g-sottosemigruppo di S, si ha A=<G,;
inoltre, se esistesse fe Qt.c. a<p, siavrebbel,-1;,=1,e Aequindil, e AcG,, il

che & assurdo. Viceversa, siano «, -y € A<(,. Osservato che y e G,(®), si ha

xy, teA=>ny, v 'eA=>rtx-yeA=>1,-y=yecA.

Proposizione 5. Sie S=[Q, G,, @] un semireticolo forte di gruppi e sia
@ +TcS. Siha che condizione necessaria e sufficiente perché T sia g-sottosenvi-

() Esiste BeQ t.c. yeG, quindi xy e Gz G,. Da cid =« e pertanto a<g. Si ha
cosi, essendo « massimale, « =B.
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gruppo di S & che valgano le seguenti condizioni:

@ T= Y T.con Q filtrodi Q e T, <G, Vaef).
() 0xTHcT, Va, BeQ' tc. a=B.

(i) Gx)eTy=xel, Va, Q' t.c. a=4.

Dim. (i) SiaT+# 0 un g-sottosemigruppodiSesiaQ’ = {«eQ|T NG, #0}.
Posto I, =G,nT Ya e @', data la Proposizione 3, si ha T, <G@,, inoltre Q' &
filtro di Q(*).

(i) wel,=le=L -0 e=>0x)eTnG,=T,

(i) Gi)eTy=>1, =1, 0@ eTcT=2eTnG =T,

Viceversa. Chiaramente 7' & sottosemigruppo di S. Inoltre xye v T,
ve U T,=>3a, e yel te xyeTl, xveT, yeG,; pertanto, essendo xy

=@x)-0i(y) e T, e Bix) e T, (cfr. (iD) si ha (poiché T,<@G,) Gi(y) e T, e quindi
yeT,cT (cfr. (iii).

E anche utile stabilire la seguente
Proposizione 6. Sia A(+, -, <) un semianello reticolato (®) e H ¢ A.
Sono equivalenti le seguenti condizioni:
@ H & g-sottosemigruppo di A(+).
(ii) H & ideale reticolare di A. (i) H ¢ filtro di A(+).
Dim. E ovvio che (i)< (ifi). (i) = (ili). H & un sottosemigruppo di A(+);
inoltre, se x+yeS si ha xszxVy=zx+yeS, ysaVy=x+yeS; da cid

z, yeS. (D=(@i). H & un sottosemigruppo di A(+), inoltre si ha z<y,
yeH=x+y=axVy=yeH=xecH.

() Q' & un sottosemigruppo di Q, inoltre si ha
a€, asf=1-1;=1,eTnG,=>LelT=>TnG*F=>FcQ.

() Ciog, A(+, -) semianello, A(<) reticolo t.c. a+b=aVb, ab<aAbVa, bea (cfr. [4],
pag. 190).
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3 - Semimoduli g-Noetheriani

Sia A(+, -) un semianello, S(-) un semigruppo, * un’applicazione da A x Sin S
tale che S(-, *) risulti un A-semimodulo (cioé valgano gli assiomi formali di
pseudomodulo).

Indichiamo con 7 Iinsieme dei sottosemigruppi A-stabili di S e con 7,
Vinsieme dei g-sottosemigruppi A-stabili di S. Si ha 0, Se .7, e /¢ 7
Inoltre

Osservazione II. Se S(-, *) & un A-modulo (anello unitario) risulta, come
¢ ben noto, che = {H ¢ S|H sottomodulo S} u {0} (= {H c S|H ideale di
S}u{0}), ma cid non & pid vero nel caso degli pseudomoduli (anelli non
necessariamente unitari) (). Comunque, anche in quest’ultimo caso, si ha che
Ly={HcS|H sottopseudomodulo di S}u {0} (7,={HcS|H ideale di
S} U {@}): basta ricordare che se T'e .7, allora T=@ oppure T<S(+) (cfr.
Osservazione I).

Ora, avendo intenzione di generalizzare i risultati che si hanno per gli
pseudomoduli (anelli) e che riguardano decomposizioni primarie minimali,
sceglieremo 7, fra i possibili c-sistemi algebrici su S, per svolgere le nostre
considerazioni. Premesso cio, si verifica immediatamente che %, & un sistema di
chiusura algebrico in S.

Sussiste la seguente

Proposizione 7. Sia S(-, *) un A-semimodulo. Si ha che T:)e & per
ogni AeA e per ogni T e 7,

Dim. E immediato verificare che T:2 & g-sottosemigruppo, inoltre esso &
A-stabile essendo A(-) commutativo.

Tenendo presente la Proposizione 7 e il fatto che, per ogni 2 €A e per ogni
Te £, risulta TcT, si ha che 7, & un c-sistema algebrico (cfr. N.B.1.).
Diremo g-Noetheriano un A-semimodulo che soddisfi una delle seguenti

() Per esempio, quando S & lo 0-anello sul gruppo ciclico infinito, Ny e 2 pur non
essendo un ideale.
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condizioni fra loro equivalenti:
(1) .#, verifica la condizione delle catene ascendenti.
(2) 7, & condizione massimale per i suoi elementi.
(8) Ogni elemento di _#, ha un sistema finito di generatori.

E chiaro che uno pseudomodulo (anello) ¢ Noetheriano se e solo se @
g-Noetheriano (cfr. Osservazione II). Daremo in 4 ulteriori esempi.

Def. Un A-semimodulo S(:, *) & g-chiuso se accade che

(1) VH, Ke f:supAH, K} e £, @) Vaed VHe f:alde [/,

Osserviamo che (1) equivale a dire che il reticolo _#(c) & sottoreticolo di
L(c). Ovviamente ogni pseudomodulo & g-chiuso; per ulteriori esempi si rin-
via a 4.

Teorema 8. Sia S(-, *) un A-semimodulo g-chiuso. Se S(-, *) & g-
Noetheriano, allora per ogni T'e€ £, si ha che T g-irriducibile=T primario.

Dim. Supposto T non primario, si ha che
JeeA HdreSte xeT «x¢T oS¢T VieN.

Dato il N.B.L, si consideri T:acT:a®c...cT:a'c... catena ascendente di
elementi di 7, e sia neN tale che T:a'=T":0" Vi>n.

Sia y €8 tale che o"y ¢ T; posto T1=T":a", To="Tu ('), gli elementi
x, «"y assicurano che T'c T, e TcT..

Osservato infine che, essendo S g-chiuso, T u (@)= T u (")
U(T-a"m), siha T=T,nTs e cosi la tesi.

Segue immediatamente con dimostrazioni di tipo classico e con nomenclature
standard il

Teorema 9. Sia S(-, *) un A-semimodulo g-chiuso. Se S(- , *) & g-Noethe-
riano, allora ogni elemento (#S) di 7, ammelte una decomposizione primaria
minimale.

Al fine di stabilire il Teorema 9 Vipotesi di g-chiusura su S non e superflua;
daremo in 4 un esempio di semimodulo g-Noetheriano per il quale il teorema non
vale.
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Concludiamo questo paragrafo enunciando i seguenti teoremi le cui dimostra-
zioni possono esplicitarsi tenendo presente quelle esistenti per gli pseudomobili.

. . . r 8§
Teorema 10. Siano S(- , *) un A-semimodulo, T € £, e T = n Q= 0 Qj
decomposizioni primarie e minimali di T. Allora r = s e sono uguali gli insiems

. . . . . . . * s
det radicali primi associati a NnQieda N QL
i i

Teorema 11. Siano S, # un A-semimodulo, Te £, e
T=nNnQ=nQ
=1 vt jap ¥

decomposizioni primarie minimali di T; se P; & un ideale (") primo isolato di T e

se P;= Q)= R Q) allora Q;= Q.

4 - Semireticoli forti di moduli

Sia Q(<) un semireticolo inferiore e (G,(- , 1)),., una famiglia di A-pseudomo-
bili a due a due disgiunti. Sia (#3).g., una famiglia di applicazioni con
y={a, B) € Q*a=p}, tale che

1) V(x, P ey:0; ¢ un omomorfismo di moduli da G, in G; e VaeQ:0: &
Papplicazione identica in G,.

@) Vo, B, v€Q tc. a=p=y:0; 0f =02
* Sotto queste ipotesi (cfr. [4] Teorema 4) Iinsieme S = U G, & strutturabile

come A-semimodulo ponendo x-y=0ix)-04y) con weG,, yeG, y=a-f
=inf{«, B} e A*x=211lw® con 1ed, xe@,.

Seguendo la nomenclatura riguardante i semigruppi diremo semireticolo forte
di A-pseudomobili ogni A-semimodulo costruito nel modo esposto precedentemen-
te e lo indicheremo con S=[Q, 4, G,, @3l

Chiameremo componente di tipo massimale di S =[Q, A, G,, @ ogni G, con
« massimale in Q.

() Le ipotesi su A(+ , -) garantiscono che, per ogni H € .%,, 92(H) & un ideale del
semianello A(+, -) (.e. ZH) e ).
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Data la Proposizione 5 si ha

Proposizione 12. Sia S=1Q, A4, G,, %] un semireticolo forte di pseudo-
mobilie @+ T cS. Siha che T € £, se e solo se sussistono le seguenti condizioni

M T=y T, con filtro di Q, filtro di Q, T, sottopseudomodulo di
G, Vael'.

2 0T)cT, Va, BeQ' tc. a=p.
@) Gx)el,=xel, Va, BeQ' tc. a=f.
Si ha

Proposizione 13. Ogni semireticolo forte di A-pseudomoduli Noetheriani
con struttura semireticolare finita & un A-semimodulo g-Noetheriano.

Dim. SiaS=[Q, A, G,, 0] con finito e G, Noetheriano per ogni « € Q. Sia
Te 1,

Se T=¢ allora T="0" & finitamente generato; se T# @ allora, usando la
Proposizione 12 si ha T= Y T, dove Q" é un filtro di 0 e T,=TnG, &

. : ey oW E—
sottopseudomodulo di G, per ogni «e€Q’. Sia, pertanto, T,= {x{, ..., x¥}

VaeQ', proviamo che T="{af, ..., 29},c0’ - Infatti, posto
T ="{@p, ..., 9}, , si ha intanto che 7" ¢ T e 7" # 0. Osserviamo ora che,
essendo 7" = Y T con Q"= Q' (®) e T, sottopseudomobili di G,, si ha che T, ¢ T}

Vo e Q'; pertanto T'= U T.c Y, T =1

Cosi, data la definizione, si ha la tesi.

Proposizione 14. Uno pseudomodulo G(- , *) e Noetheriano se e solo se é
una componente di tipo massimale di un certo S=[Q, A, G,, 031 g-Noethe-
riano.

® e =GCNT#0=>G,nNnT#0=>aecQ'.
aeQ =P, .., 2P el nG,=>T" NG #0=>aecQ'.
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Dim. Immediata, una volta che si & osservato che se H é sottopseudomodu-
lo di G,, con « massimale in Q, allora H € _/, (cfr. Proposizione 4).

Proposizione 15. Un semireticolo forte di pseudomoduli S=[Q, A,
G,, B3] con Q reticolo distributivo e 03 biettiva (o...3) & g-chiuso.

Dim. La tesi si consegue tenendo presente la Proposizione 12 e i seguenti
fatti:

(1) Dati H= Y R, K= o) S, elementi di 7, si hasup, {H, K} =H-K.

(2) Dati A, B filtri di 2, essendo Q reticolo distributivo, il filtro generato da A
eBel= {a/\ﬁ}zsA.

2eB
8) Dati H= Y R, K= o S; elementi di .7, si ha H-K= Y T,, dove
I={aAB}.ca € T,ns=R,-S; & sottopseudomodulo di G,z.

3eB
@) YaAB, a’ A el con a AB=a' AL G20 (T on0)
L =00 Dins(RD) - B3N Bine(Se)) € Rung  Sung = Tung -
(5) Se Pzpi(@)=y' -2’ € R, Sy =Typy, considerati
y=0n)" Wiy ) eR, 2= (Bir) " Bins(2')) € Sg,

si verifica facilmente che @2R%(y - 2) = 0205(x) e da cido x=y-2€R,-Sy=T,ps.

Considerato ogni semianello come semimodulo su se stesso, si ha

Proposizione 16. Un semianello reticolato A(+ , -) & Noetheriano rispet-
to agli ideali reticolari se e solo se & un A-semimodulo g-Noetheriano.

Dim. Poiché ogni ideale reticolare di A & A-stabile (cfr. [3] consequencia 3,
Cap. II, Part. 1), e poiché sussiste la Proposizione 6, si ha /, = {H c A|H ideale
reticolare di A}.

Proposizione 17. E g-chiuso ogni semianello reticolato A(+ , -, <) tale
che a<b=a-b=aAb Va, be.\.
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Dim. Siha 7, ={H cA|H ideale reticolare di A} (cfr. Proposizione 16). Se
H, Ke [, semplici considerazioni insieme al fatto che, con he H, ke K,

rshtbk=2=2ANGR+E)=xh+k)=)h+)KeH+K,

assicurano che sup A(H, K} =HUKUH+Ke 7,
Analogamente «-He £, VacA VHe £,

Corollario 18. Ogni reticolo distributivo S(A , V) & g-chiuso.
Concludiamo mostrando come, al fine di stabilire il Teorema 10, I'ipotesi di g-

chiusura non & superflua. Infatti si consideri il semianello reticolato S(+, -, <)
con S={u, a, b, ¢, d, 2}

S(=<) dato da u S(-) dato da uabecdz
a ' wuiuw a b c d z

ala b bz z 2

b ¢ bbb bz zaz

d | clec z 2z 2z 2z 2

: did z z z z 2z

; 2|z 2 2 2z 2z 2

e + uguale all'unione reticolare di S(=).

E facile vedere (cfr. dimostrazione della Proposizione 16) che L ={{z},
{2, d}, {#, b}, {7, d, ¢}, {2, a, b, ¢, d}, S}. Quindi S & g-Noetheriano; inoltre
{d, 2} & g-irriducibile e non primario () (¢ quindi privo di una rappresentazione
primaria).
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Summary

We study in this paper particular substructures of semimodules (semirings) and we
exspound for them same facts concerning minimal primary decompositions, generali-
zing the well-known results which we have in the case of pseudomodules (commutative
rings not necessarily unitary). A semimodule which is Noetherian with respect to these
substructures has been called a g-Noetherian semimodule. Also, we prove that a
pseudomodule is Noetherian if and only if it is a component of mazimal type of a g-
Noetherian strong semilattice of pseudomodules.






