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NICOLAE SOARE (%)

Sur quelques f-connexions linéaires (**)

Introduction

Dans cette note on étudie les connexions linéaires compatibles avec les
structures déterminées par les champs tensoriels f du type (1, 1), ayant la
propriété f™ =+ f? =0, o m et p sont des nombres naturels convenables. Les cas
fi+f1=0 a été étudié par R. Miron et G. Atanasiu en [3].

En utilisant des opérateurs d’Obata associés aux structures f considerées, on
détérmine toutes les f-connexions linéaires et les groupes des transformations de
ces connexions.

Par les f-connexions on etudie aussi lintégrabilité des f-structures.

1 - Préliminaires

Soit M une variété différentiable n dimensionnelle, G(M) le module affine des
connexions linéaires sur M, J3(M) le module des tenseurs du type (r, s); pour
THM) et TUM) on utilise les notations X(M) et X*(M) respectivement. Tous les
objets géométriques sont de classe C”.

Déf. 1.1. On appelle f(m, p)-structure ou f(m, — p)-structure sur M, un
champ de tenseurs fe JI(M), de rang n — k, k = 0 dans chaque point ¢ € M, ayant
la propriété

fr+fr=0  ou  fr—fr=0

réspectivement.

(*) Indirizzo: Facultatea de Matematica, Str. Academiei n. 14, R-Bucuresti.
(**) Ricevuto: 26-IV-1988.
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SiT'on suppose que M est une (5, 1)-variété, done quil existe fe TH(M) t.q.
fP+f=0, alors, en notant h=—f* v=1+f% on a [2]

fh=hf=f fih=—h fo=vyf=0.

Déf. 1.2. On appelle opérateurs d’Obata de f(5, 1) les applications A® Y,
AGV* FHM)— THM) données par

A® V() = 3w — vw — wo + Svwv — fRuf?) A D¥(p) = w — A® D(w).

Proposition 1.1. A® Y et A Y* sont des projecteurs supplémentaires sur
T1M).

Dém. Par simple calcul, on obtient le résultat.

Si M est une f(4, 2)-variété, done quil existe fe THM) t.q. f*+f2=0, alors,
en notant h=—f2, v=14/% on a [1]

fh=hf=—13 fPh=hf*=—h fo=suf=f3+f ffo=9yf2=0.

Si M est une f(4, —2)-variété, donc quil existe fe M) t.q. fA—f2=0,
alors, en notant A=s% v=1—f2 on a [1]

fh=hf=53 fPh=h*=h fo=yf=f—f3 frfo=9f2=0.

Déf. 1.8. On appelle opérateurs d’Obata de f4, 2) ou de f(4, —2), les
applications A% *2 A® == g FHM) données par

A% =B (w) = $(w — vw — wv + Svwv — fPuf®) A=) = w — A% P (w).

Proposition 1.2. A% *2 ¢t A% *2* sont des projecteurs supplémentaires
sur JHM).

La démonstration est immédiate.
Il est utile de rappeler par la suite une proposition générale bien connue.

Soit V un éspace vectoriel, A un projecteur de V, A* le projecteur
supplémentaire. On a
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Proposition 1.3. L’équation A(u)=a, a €V, a des solutions dans V, si et
seulment si a € Ker A* et la solution générale est donnée par u = a + A*(w), 0%t w
est un vecteur arbitraire de V.

2 - f(m, p)-connexions linéaires

Dans ce qui suit V e @(M) sera une connexion linéaire quelconque, fixée sur
M. Tout champ de tenseurs u € (M) peut étre considéré comme un champ de 1-
formes X(M)-valuées. Si Ve C(M) on notera par D la connexion associée

2.1) Dyu=Vyu—uVy X e X(M).

Déf. 2.1. Une connexion V sur M s’appelle f(m, p)-connexion ou conne-
xion compatible avec la structure f, si Df=0

2.2) Vf—-fV=0.
I1 est bien évident que pour toute f-connexion V on a
Dyh=Vyh—hVy=0 Dyv=Vyv—2vVx=0
Dxfi=Vyif*—fVy=0 X e X(M) s est un nombre naturel.

On observe que D réalise la commutation avec les opérateurs A® Y, AG V¥
AW -2 g AG -2
On prendra

(2.8) Vy=Vy+ By

XexX(M), BeTiM), By(Y)=BX, Y) et on détermine le champ B a la
condition que V satisfasse & (2.2). On trouve que

2.4) Byf—fBx=— loDXf

Si f est une f(5, 1)-structure, alors on observe aisément que 'équation (2.4)
est équivalente a

(2.5) A6 VB =Dy h) v — 20Dy h— 2Dy 2.
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Si f est une f(4, —2)-structure, alors 'équation (2.4) est équivalent
2.6) A% D%(By) = J{(Dy h) — 20 Dy b — £ Dy £

Si 'on applique la Proposition 1.3 on constate que (2.5) et (2.6) présentent des
solutions et les solutions générales sont respectivement

2.7 BV =1(Dxh)v— 20Dy kb — F2 Dy f2] + A® Y(Wy)
2.8) B¢ 22 =4[(Dy h)v — 20Dy b — f2 Dy f2] + A® (W)

ou WedlM), X e x(M).
Par conséquent, on trouve

Théoréme 2.1. Il existe des f(5, 1)-connexions; lune d’entre elles est
donnée par

2.9) VeV =Vy+ H(DOxh)v — 20Dy h — 2Dy ]

ou V est une connexion linéaire fixée sur M et D est sa connexion associée.
Toutes les f(5, 1)-connexions sont données par

(2.10) VED=VED 4 A6 DWWy WediM)
on V¢V a Pexpression (2.9).

Théoréme 2.2. Il ewxiste des f(4, * 2)-connexions; l'une d'entre elle est
donnée par

(2.11) VD = Vy + H(DOxh)v — 20Dy h — 2Dy %]

ou V est une connexion linéaire fixée sur M et D est sa connexion associée.
Toutes les f(4, *2)-connexions sont données par

(2.12) Vi 20 = V§ 2D 4 AW =D W e gyM)

ow V¢ *2 q lexpression (2.11).
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Soient
(2.13) 26V M) — (M) P& (VS Dy = g6, D
2.14) % =2 (M) — M) Pt (Y 22) = YU, 22

On remarque que (2.18) peut étre considérée comme une transformation de
f(5, 1)-connexions et on a

Théoréme 2.3. L’ensemble des transformation de f(5, 1)-comnexions et
le produit des applications est un groupe abélien noté par GV, 1somorphe avec
le groupe aditif des champs W e TYM) qui ont la propriété Wy € Ker AG D* poyr
chagque X e )X(M).

Un résultat similaire a lieu pour les transformations des f, *2)-conne-
xions.

3 - L’intégrabiité des f(m, p)-structures

La structure f(m, p) s’appelle intégrable si dans chaque point sur M il existe
une carte admissible ot f(m, p) ait des coefficients constants dans des repéres
naturels.

On sait que la f(5, 1)-structure est intégrable si et seulement si le tenseur de
Nijenhuis N® Ve JYM), donné par

(31) N(S, D(X; Y)‘_"[ny m_f[fX’ Y]—f[X7 fy]+f2[X7 Y]

est zéro [2], et que la f(4, *2)-structure est intégrable si et seulement si le
tenseur de Nijenhuis N* *2 e gY(M), donné par

(32) N@' iZ)(X7 Y)=[fX7 fY]—f[fX, Yl—f[X, fY]+f2[Xr m
est zéro [1]. Les théorémes qui suivent ont lLeu.

Théoréme 8.1. Les tenseurs d’intégrabilité de la structure f(5, 1) et de la
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structure f(4, =2), s‘expriment sous la forme
(3.3) N&YX | Y)
=—f2T %X, ¥)-T®fX, fO+fT%NfX, V)+fT¢X, fY)
(3.4 N®*(X | Y)

— __fz T(4, iZ)(X, Y) . T(4, iZ)(fX, fY) +fT(4’ :2)(fX, Y) +fT(4, iZ)(X’ fY)

ot T® P est la torsion d'une f(5, 1)-connexion quelconque et T™ *? est la torsion
d'une f(4, * 2)-connexion quelconque, respectivement.

Théoréme 3.2. Les tenseurs NP N =D Qintégrabilité des structures

f6, 1), f4, x2) sont invariants par transformation des groupes GV, G% =9,
respectivement.

Dém. Par simple calcul, on obtient
NG X, V)
=P T X, V)= To (X, fV)+fT®fX, V) +fT® X, fY)
=—fAVE VY - V@ VX —[X, Y] ~...=N®IX, Y).

Théoreme 3.3. S’l existe une f(4, 2)-connexion semi-symétrique (en
particulier symétrique), alors la structure f(4, 2) est integrable.

Dém. En tenant compte de
T6X, V)=oX)Y —a(V)X e X*) on obtient
RT4 (X, Y) = o(X) hY — o(¥) hX
—T4XfX, fY)=—o(fX)fY +o(fNfX
FT2(fX, V) =fo(fX)Y +o(Y) hX

fT2X, fY)==oX)hY —o(fD)fX.
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En substituant ces égalités dans (3.4), on obtient
N&2X Y)=0 X, Y eX(M).

Des résultats similaires ont lieu pour les f(4, — 2)-structures et pour les
f(5, 1)-structures.

Proposition 3.4. Si N® V=0 alors:
3.5) WTEV(FX, fY)=0 RI® (X, £Y)=TEfX, fY)
3.6) RT® (X, vY) = — 376 Y(fX, vY)

3.7 vI® (X, Y)+ 76 VX, vY)=vT® X, vY) +vTwX, Y).

Proposition 8.5. Si N42=0 alors:
3.9) WX, FY)=0  RTSI(X, fY)= TSI, )
3.9) KT (X, vY) = — fT4O(fX, vY)

(8.10)  vT“3X, Y)+ T%2wX, vY)=vT®2(X, vY)+vT%>wX, Y).
Il nous intéresse la réciproque du Théoréme 3.3. A cette fin il faut remarquer
qu'on a

Théoréme 3.6. Sila f(5, 1)-structure est intégrable, alors il existe une
J 6, D-connexion V& dont la torsion T® V posséde la propriété T® (X, Y)=0
pour chaque X, Y e Imh.

Dém. Soit V&P une f(5, 1)-connexion ayant la torsion 7® 0 et W e M)
ayant la propriété

WyY —f2Wyf2Y = 69X, Y) X, YelImh.
Alors, la connexion linéaire V%V donnée par
VE D =VE D — ACY(Wy)

est une f(5, 1)-connexion et V&? 3 la torsion 7® V=0,
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En effet, de (3.8)-(3.10) on a

760X, V)=V§ Y -V VX —[X, Y] X, Yelmh

=T60(X, Y)—A® YW, Y + A® W)W
=T6VX, V)~ HWx— Wxv— vWx+3vWxv —fPWxf3Y

+ {Wy — Wyv — oWy + 30Wyv] X
=TONX, Y) =Wy Y - Wy X~ fPWxf*Y +f2 Wy f*X]
=ToNX, V) - T X, Y)- T (Y, X)]=0.

Des résultats similaires ont lieu pour les f(4, =+ 2)-structures.
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Summary

In this paper f-connections defined on f-manifold are studied and some relations
between the integrability of f-structures and f-connections are extablished.
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