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GIORGIO GENTILI (%)

Alcune proprieta per la funzione di rilassamento

in viscoelasticita lineare (*%)

1 - Introduzione

Recentemente Fabrizio e Morro [5]; hanno determinato una restrizione sulla
funzione di rilassamento di un materiale viscoelastico lineare che risulta essere
condizione necessaria e sufficiente per la validitd del Secondo Prinecipio della
Termodinamica.

In questo lavoro formuleremo, sempre per materiali viscoelastici lineari, un
teorema che estende il Principio di Dissipazione di Gurtin ed Herrera [4], [6],
originariamente valido per processi di deformazione nulli fino ad un tempo finito,
a processi non nulli in (— o, ¢] ma di classe H(— o, t]; quindi, mediante tale
teorema, proveremo ulteriori restrizioni per la funzione di rilassamento.

Proveremo che queste restrizioni risultano legate alle condizioni sulla
stabilitd del comportamento asintotico dello stress rispetto alla deformazione
messe in evidenza da un teorema di Paley e Wiener [8].

Successivamente, dopo aver enunciato sulla equazione costitutiva una
particolare «proprieta di equivalenza per continuazione statica», proveremo che
da tale proprieta segue la simmetria e la monotonia della funzione di rilassamento
su tutto lintervallo di definizione [0, ).

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, P.za di Porta S. Donato 5, 1-40127
Bologna.
(**) Ricevuto: 23-11-1988.
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2 - Richiami e notazioni

In viscoelasticita lineare la relazione fra il tensore degli sforzi T(?) e il tensore
di deformazione E(f), si esprime nel modo seguente

2.0 T(@) = GO)E®) + f G'(s)E(t —s)ds (T, E € dgym)

dove E(t—s) e la storia della deformazione infinitesima E(f) che in seguito
scriveremo nella forma compatta E'(s) = E(t—s), e dove J, & lo spazio dei
tensori simmetrici del secondo ordine.

La funzione G(f), chiamata funzione di rilassamento, & legata ai tensori del
quarto ordine G(0) e G'(¢) e L}(0, ) dalla relazione

(2.2) G@) = G(0) + fl G'(s)ds

ed il suo valore limite G() =ltLII°3 G(?) & detto modulo di rilassamento.

Lo spazio delle storie di deformazione per un materiale viscoelastico a
memoria evanescente viene definito utilizzando una funzione di influenza
h(s):R*— R*, non crescente, he L0, ), sh(s) — 0, tale che

§—o =

(2.3) TGP (s)ds< .
0
Chiameremo spazio di Banach delle storie di deformazione l'insieme

(24) B = {Et :R*— szm . “Etnz < oo}

la cui norma & definita
B = (EDF+ [ [EXs)|? h(s) ds)*™.
1

E possibile introdurre nello spazio $ una definizione di prodotto scalare tra due
storie nel modo seguente

(2.5) (Ef, E)=E\() Ex(9) + fm Ei(s) - Ei(s) h(s)ds .

Pertanto lo spazio dotato del prodotto interno (2.5) risultera di Hilbert e lo
indicheremo con X.
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Fabrizio e Morro [5],, sfruttando una deformazione di prova del tipo
E(t) =E,; coswt + E, sin ot

hanno provato che condizione necessaria e sufficiente affinché valga il Secondo
Principio della Termodinamica & che G verifichi la seguente disuguaglianza

w

(2.6) E(GO) ~GO)NE;— | (B;G'(S)E, + E;G'(s) E>) sinwsds

0

+ fm E(G' ()"~ G'(SHE, coswsds=0
0

per ogni E;, E; € 3y,

Da tale relazione considerando i casi limite per w—0 e w— =, discendono le
restrizioni (trovate in precedenza in [1], [2], [5];, [6]) per la funzione di
rilassamento

(2.7)a -G(0) = G™(0) G(0) = GT(o)

2.7 U-[GO)-G@HIU=0 U-G'0)U=<0.

Gurtin ed Herrera [6], partendo dall’assunzione termodinamica che si deve
sempre compiere lavoro per deformare un materiale viscoelastico dal suo stato

vergine, hanno formulato un ulteriore

Principio di Dissipazione. Sia un materiale viscoelastico, allora il lavoro degli
sforzi interni sara

(2.9) wy(t) = f T E@)dz=0
ty

per ogni t =t e per ogni gradiente di deformazione E(f) identicamente nullo fino
allistante ¢, e con E(¢) =0.

Ricordiamo anche la definizione di materiale fortemente dissipativo.
Un materiale viene detto fortemente dissipativo, se e solo se Punica storia di

deformazione E(?) tale che

(2.10) Wy(t) =0 Viz=t,
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& la deformazione nulla

2.11) E®)=0 VieR.
Dalle (2.10) e (2.11) segue [6]

(2.12) EGO)E>0.

E stato inoltre dimostrato [6] che, sotto opportune condizioni di regolarita per
la funzione di rilassamento G, un materiale che verifichi la (2.9) e la (2.12) & anche
fortemente dissipativo.

3 - Sul comportamento asintotico della relazione di stress

Enunciamo ora il seguente teorema che estende il Principio di Dissipazione di
Gurtin ed Herrera ad un intervallo (— o, £].

Teorema 3.1. Su ogni processo di deformazione E(7) e H(— o, {]()
relativo ad un materiale viscoelastico lineare, come conseguenza di (2.9) risulta

(3.1) w,)= [E@TEd:=0.

Dim. Osserviamo innanzi tutto che, date le ipotesi del teorema, l'integrale
nella (3.1) & ben definito.

Infatti, per la proprieta del prodotto di convoluzione [10], se G'(s) € LY0, =) e
E(z ~s) e L0, =), allora T(r) € L— , t]; dunque lintegrale nella (3.1) & finito,
in quanto lintegrando risulta il prodotto di due funzioni di L*(— o, ¢].

Consideriamo ora un processo di deformazione del tipo

0 << to
3.2) E ()= <
E(=)(1 —ev™) =1,

M H(-o, ) & lo spazio di Sobolev delle funzioni F(z) tali che
F(z) - F'(D) e L~ o, ).
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dal Principio di Dissipazione (2.9) abbiamo
(3.3) , f E () TE;, ©d-=0;
o
vale inoltre

(3.4) 0<lim [ E(x)TE;, 9dv= [EE@TEds.

Infatti, per il teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata, cid sara vero
se esiste una funzione sommabile o:(— %, t]— R* tale che

|E(x) T(E;, )| <o(z) per ogni tye (— o, ].
E facilmente verificabile che
(3.5) |E (=) TE], )|

<(E@|+ [EGD (GO E®)| + [ |6'6)Ek ~ )] ds) = o).

Poiché E(x) e E(z) sono di L?, o(t) risulta sommabile.
Vale pertanto la (3.4) ed il teorema & provato.

Consideriamo ora
3.6) E(z) =e*(E, coswr + E; sinwr).

Sviluppando T(?) secondo 1a (2.1) e imponendo la condizione (3.1) abbiamo
_ f (E(2) GO) E(:) + Of E(2) G'(9) E(s) ds) d 0.
Quindi utilizzando come deformazione su (— o, ¢] la funzione (8.6) si ha
3.7 _f e {((aEy + wEy) cos wr + (aE; — wE1) sin wr) G(0) (E, cos wr + E; sinwr)
+ Ofm («E; + wE,) cos wt + (aB; — oE,) sinwt) G'(s)((E; cos wr + Es sin wr) cos ws

+ (E; sinwr — E; coswr) sinws) e ds}d-=0.
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Chiamiamo
FA(E,, By = of e E, G'(s) Ey sinws ds
hi(E;, E)=E,GO)E, + Ofx e E; G'(s)E; coswsds
la disuguaglianza (3.7) si scrive
_f e {(ahz(Bi, Ep) + ohi(E;, Ei)—af2(E;, Ep)— ofi(E,, E,)) cos®wr
+ (@hi(Ey, Ep) + whi(Es, Ep) + ahi(E;, E)) — ohi(Ey, E)+of 2(E;, E))
+ of 2(Ey, Ep) —of 2(Ey, Ep) + of (B, Ey) sinwr coswr + (af 2(E,, E))
— of 2By, Ep) + abi(By, Ep) — whi(E;, Ey) sinfwr}de=0
che possiamo porre nella forma
_f e {(hz(By, E) —fiE;, E))a cos?wr — w sinwr coswt) + (hx(Es, E,)
~F5(Bs, B))w cos?wr + a sinwr cos wr)
+ (hi(Ey, Ey) +f:(E1, ED)(x sinwr cos ot — w sin®wr)
+ (hi(Ey, By —f4(B;, E))w sinwr coswr + a sinfwr)}de=0.

Si puo facilmente verificare che

t ¢ 2t

I 1 - e :
J e sinwr coswrdr==5 [ € sin2wrdr = ————(a sin 2wt — » cos 2ut)
e 2 .= 4o + o)
¢ 2at 2 4
- e~ cos“wit .o
a [ e costwrde= — ot [ e* sinwr coswrdr
e® sinfwt

t
w [e* sinwr coswrdr;

t
a f e sinfwrdr = 5
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avremo quindi

(3.8) %ew{(hg(El, E) - f4(E,, Ey) cos?wt + (h(By, Ey) +f2(Es, E)) sinwt
+ [hx(Es, Ep) —fi(E,, Eg))(sinwt cos wt+—2‘—‘;)
+ (W(Ey, Ep) +f3(E;, E)(sinwt cos wt—i)) =0.

Poiché f% e hZ non dipendono dal punto ¢, scegliendo dei tempi opportuni
posso ancora ottenere relazioni di carattere generale; in particolare per wt = k= e
wt=(k+ %)= sl avra rispettivamente

(3.9, (s, Ey) 2B, Eg) + 3 oki(Ey, Ey)
— By, Eg) —hi(E,, Eg)—fi(Ey, ED)=0
09 (B, Ep) +Fi(Es, En) + 2 oti(Ey, B
— By, Ep) — 1By, Ep)—fi(E;, E)=0.

Sommando le (3.9) otteniamo
(3.9). a(h(Ey, Ep) +hi(E,, Ep) +fi(B,, E)) ~fi(E1, Ey)
—o(fUE), E)+fiBs, Ep)+hi(E,, Ey)—hi(E,, E))=0.
Notiamo che per a— 0 le (3.9) tendono a
(3.10) w(l(Es, Ey) —fUE), Ey)—hYE,, Ep)—fUE;, Eg)=0.
Ricordando la definizione di % e f si osserva che la (3.10) coincide con la (2.6).
Ne consegue che le proprieta della funzione di rilassamento trovate in [5)],

sono ancora determinabili attraverso le (8.9). In particolare ritroveremo le
relazioni gid espresse nelle (2.7).
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Consideriamo ora una qualsiasi delle (3.9).
Ponendo il limite a—» « si ha

(3.11), EGOE=0.

Se poniamo ora «— 0 otteniamo dalla (3.8)
3.11), EGO)E+ [ e EG'(s)Eds=0.
0

Facendo il limite anche per «— 0 (o =0), quest’ultima relazione tende a

(3.11), EG()E=0.

Sappiamo gia dalla meccanica dei mezzi viscoelastici che il tensore del quart’ordi-
ne G(=) & strettamente definito positivo per i solidi viscoelastici, mentre la
(3.11¢) si annulla quando il materiale in questione & un fluido.

Consideriamo ancora le (3.9) e poniamo E;=0 e E;=E (oppure E,=E e
E,;=0), avremo

3.12),  aki(E, 'E)—%mf:(E, E)=0 3.12),  ofi(E, E)<0.
Saranno quindi soddisfatte sempre almeno una delle due disequazioni

(8.13), w fm e EG'(S)E sinwsds <0
0

(8.13), EGOE+ [ e“EG'(S)E coswsds=0.
[
Dimostriamo ora il seguente

Teorema 3.2. Per un mezzo viscoelastico fortemente dissipativo secondo
la definizione di Gurtin ed Herrera, si verifica sempre almeno una delle
seguenti relazioni

o

(3.14), w [ e EG'(s)E sinwsds <0 w, a>0

0

(8.14), EGO)E + [ e EG'(S)E cosws-ds>0 «a>0.
[
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Dim. Per la dimostrazione basta verificare che, per un materiale fortemen-
te dissipativo con funzione di rilassamento G(f), se esistono w*eR, «*eR,
E* € Jyn che verificano I'nguaglianza in una delle (3.13), queste stesse non
possono verificare 'uguaglianza anche nellaltra.

Siano allora w=w*, «=a* E =E* tali che

o* [ e E*G/(s) E* sinw*sds=0;

0
prendiamo allora una deformazione di prova del tipo (3.6) con
a=q* w= ¥ E;=0 E,=E*.

11 lavoro degli sforzi interni espresso nella (8.8) si ridurra a

w(t) = é—ez“*‘(E* GO E* + [ e E*G'(s)E* cos w*sds)costw*t=0.
0

Notiamo subito che se fosse
E*GO)E*+ [ e ™ E*G'(s) E* cosw*sds =0
]

avremmo trovato una deformazione non identicamente nulla
E@) =E*e*™ cosw*t

per cui il lavoro degli sforzi interni sarebbe identicamente nullo, il che & contrario
alla definizione di materiale fortemente dissipativo.
Si puo facilmente verificare che la dimostrazione & valida anche nel caso in cui
s
w™® =0,

Il teorema & pertanto dimostrato.

Consideriamo ora la (2.1) nel caso unidimensionale, in cui sia nulla la
deformazione per tempi negativi

(3.15) T =GO)E®) + ftG’(s) E( —s)ds = G(0) E(t) + ftG'(t —s)E(s)ds.
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Possiamo notare che la (3.15) & assimilabile ad un’equazione integrale di
Volterra.

E pertanto applicabile un teorema di Paley e Wiener [8] sul comportamento
asintotico dell’equazione (3.15).

Teorema 3.3. Sia E(f) misurabile e limitata su un dominio finito (0, A).
Sia

(3.16) f 1%(%)-1 ds < oo

e sia

(3.17) T(t) = GO)E@®) + Of @'t - 8) E(s) ds — T().
Allora se

(3.18) of G'(s)e™ds#—GO)  Re@=0
abbiamo

(3.19) E@) — T(«)-(GO) + Ofﬁ G'(s)ds)™ = T(e0) - (G(o))".

Viceversa se vale la (3.16), si ha
(3.20) [ G'(s)ds# —G(0)
0
e la (3.17) implica la (3.19); allora vale la (3.18).
Osservazione. La (3.16) & sicuramente soddisfatta purché G(0) sia
strettamente definita positiva e cid & verificato per un materiale fortemente
dissipativo.

Consideriamo la disequazione (3.18); posto p = « + iw essa equivale ad almeno
una delle seguenti affermazioni

3.21), GO)+ [ G'(s)e ™ coswsds #0 8.21), [ G'(s)e ™ sinwsds+0.
0 0

Per il Teorema 3.2 un materiale fortemente dissipativo verifica le (3.21).
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Inoltre la relazione (3.20) puod scriversi come
(3.22) G(0)#0.

Abbiamo gia visto che un solido viscoelastico verifica sempre tale relazione.

Quindi un solido viscoelastico, in virti dei Teoremi 3.2 e 3.3, ha un
comportamento asintotico stabile, e questo & sufficiente per assicurare la
stabilitd della soluzione del problema associato.

4 - Proprieta di simmetria e monotonia della funzione di rilassamento

Diamo ora una condizione sufficiente affinché la funzione di rilassamento
G(®) di un mezzo viscoelastico lineare sia simmetrica e monotona decrescente per
ogni t.

Consideriamo ora un materiale viscoelastico ed una deformazione E'eX;
applichiamo al materiale la continuazione statica di E* cosi definita con re R*

/ E®) se[0, 7]

E(s—7) se(r, «).

4.1) E*(s) =

Notiamo che anche E*" e X, quindi posto
4.2) . ={E"":E'eX, reR"}
avremo sempre %, c3. Sard quindi
“4.3) T®) = GOYE®) + ofm G'(s) E""(s —r)ds = G(r) E(f) + fm G'(s)Ei(s —n)ds.
Posto s’ =s—r, abbiamo
4.4) T@®) = G E@®) + ofm G'(s"+mE'(s)ds’.
Introduciamo ora una nuova funzione G,(f) definita come segue

G@®=GE+7
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avremo

4.5) T() = GO B®) + | Gi(s) ECs) ds

tale relazione & formalmente identica alla (2.1).

Proprieta di equivalenza di stress per continuazione statica.

«Lia risposta di un materiale viscoelastico soggetto ad una storia di
deformazione E'*” € X, definita in (4.1), equivale sempre alla risposta, espressa
dalla (2.1), di un nuovo materiale viscoelastico sottoposto a storie di deformazio-
ne E‘eX.»

Sotto l'ipotesi di validita della Proprieta di equivalenza di stress per
continuazione statica siamo ora in grado di enunciare il seguente

Teorema 4.1. Per ogni materiale viscoelastico che goda della proprieta di
equivalenza di stress per continuazione statica VreR™, la funzione di
rilassamento G(t) & simmetrica e la sua derivata temporale G'(t) & semidefinita
negativa per ogni t non negativo.

Dim. Consideriamo un tempo generico + positivo, allora lo stress T(f)
generato dalla storia di deformazione E**"(s) del materiale in questione equivale
allo stress di un altro materiale viscoelastico generato dalla storia di deformazio-
ne EY, di cul E™*” & la continuazione statica.

Cio vuol dire che in base a (4.5) la funzione G,(t)= G(t+7) descrive una
funzione di rilassamento per un reale materiale viscoelastico.

In questo caso la (4.5) rappresenta 'equazione costitutiva del nuovo materiale
in questione; potremo quindi ad essa applicare le (2.7) ed avremo in particolare

(4.6), G.(0) simmetrica (4.6)y, Gi0) semidefinita negativa.
Ricordando la relazione che intercorre tra G, e G, le (4.6) equivarranno a porre
4.7, G(r) simmetrica 4.7y G'(r) semidefinita negativa.

Per Parbitrarietd con cui abbiamo scelto il punto r seguono le conclusioni del
teorema.
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Summary

We study new restrictions for the relaxation function of a linear viscoelastic material

deriving from the Principle of Dissipation of Gurtin and Herrera [6].

Those vrestrictions are streactly related to the conditions for Paley and Wiener

stability on the asymptotic behaviour of the constitutive equation in linear viscoelasti-

city.
We also formulate a sufficient condition for the symmetry and the monotony of the

relaxation function.






