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PaoLa AZzZIMONDI (%)

Generalizzazione di un risultato di J. Dane§ (*%)

1 - Introduzione

In questa Nota mi propongo di generalizzare negli H-spazi, e per due
funzioni, un risultato di Danes relativo al punto unito di una sola funzione in spazi
metrici (efr. Teorema 1 di [2]). Al solito, si chiama H-spazio uno spazio metrico
generalizzato (&, d), pil volte utilizzato (cfr., ad es., [1]), dove E & un insieme, e
d e una metrica generalizzata, in generale non continua, che & definita positiva,
simmetrica e che verifica anche la seguente proprieta: esistono un sottoinsieme A
di M* contenente un intervallo OF—JCL (a>0), una costante reale =1, e una
funzione ¢:A— R+ infinitesima nello zero, tali che, per ogni x;, xs, xs€ X,
Ay, ) € A=>d(my, x3)<old(@y, ©)]+ d(xs, x3) (proprieta triangolare genera-
lizzata: p.t.g.) (M.

Precisamente (cfr. 2), dopo due lemmi preparatori, dimostro un teorema di
punto unito comune, e passo poi ad un terzo lemma che serve a riformulare in una
versione lievemente diversa il teorema stesso; la Nota termina con alcune
osservazioni (cfr. 3).

2 - Lemmi e Teoremi

In cido che segue fard riferimento: a due applicazioni fi, fo: £ — E; ad una
funzione a:OrJ—F 00—»0[_—‘+ o non decrescente, tale che, per >0, o(f) <t (e

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, via Universita 12, I-43100 Parma.

(**) Lavoro eseguito nell'ambito dei fondi 40% e 60% per la ricerca, del M.P.I.
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(" In questi H-spazi (che sono spazi di Hausdorff) si possono introdurre e trattare
come negli ordinari spazi metrici le nozioni topologiche e di completezza.
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quindi «(0) =0); e, fissato 1, E, alle due successioni
M wy, = () Sola) n=0,1, 2, .00O.
Lemma 1. Se
@ d(fy(zy), f{x))
So(max {d(w;, x), dlw;, fla)): 4, 7, k=1, 2}) (=1, 2; a, xek)
allora, per ne N {0} e peN, si ha
3) max {dUi-1, filthyeiz)): 7=1, 2; 1<h, i<p}
< g'(max {d(wo, filui_)):r=1, 2; 1<is<p+n}).
Dim. In primo luogo, qualunque siano ne N U {0} e pe N si ha
4) max {d(yi-1, [ty 7=1, 2 1<h, i<p}
s d'max {1, flu-)):7=1, 2; 1<h, i<p-+n}).
Infatti, per n=0 e peN, la (4) & banale; per n, peN e qualunque siano
u, ve{l, 2, ..., p}, si ottiene successivamente da (1), da (2) e dalla non
decrescenza di o
max {dUns,—1, fltlye—-)): =1, 2} = max {d(\i®ps,—2), [ilttns, 1)) =1, 2}
< o(max {d(tns,-2, Unsi1)y A Wnsyezy [iWUns,-1), AWy, fine,-1)),
AUru-2y [Uu=2))y AWhnsomr, [fUnsu-2)): J=1, 2})
< o(max {max {d(tyrn-2, Un+i-1), WUnin-2y [;Wnai=1)),d@nsiory [{Unrio1),

d(un-Hz——Zy fi(un-(»h—Z)); d(un-{»i—ly j]"(un+h_2)): ] = 1, 2} 1< ]Z, 'Lﬁp})

() f1 significa f; composto n volte con se stesso, con la convenzione f(y)=y.
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e quindi, per larbitrarieta di », ve {1, 2, ..., p},
max {d(@,cp—1, [t 7=1, 2; 1<h, i<p}
< omax {d(yer-2, Unsi)y AWUnsiog, [iUnric1)), Ariy, [iWaion),
Ansi—2y [Unsn-2))y AWpsiog, [gin-2)):j=1, 2; 1<h, i<p}).

~Ora o il massimo che qui compare a secondo membro ¢ nullo, oppure no; se
nullo, essendo #(0) = 0, & nullo anche il massimo a primo membro, e quindila (4) &
di nuovo banalmente verificata; se non & nullo, eliminando dallinsieme che
compare a secondo membro i termini superflui, cioé i termini ripetuti e quelli che
compaiono anche nell'insieme a primo membro (%), si ottiene

max {d(Uyen-1, [ltbpei-)): 7=1, 2; 1<h, i<p}
< g(max {d(u,,+,l_2,’ Unsi-1)y AUacyy [{(Unsi-1)y TUpoy, [(Ue-),
Wity [a-))ij=1, 2; 1<h, i<p})
ciog, essendo s non decrescente,
5) max {d(@,cp—1, [i(tpsic)): v=1, 2; 1<h, 1<p)}
< o(max {d(Wyen-2, [ltlpsi-)): =1, 2; 1<h, i<p+1}).
Sempre per la non decrescenza di o, dalla (5) si giunge immediatamente alla (4)
per n, peIt. Pertanto la (4) vale per neN U {0} e peN.
In secondo luogo, qualunque sia se I, si ha
(6) max {d(uy-, Hlu_)):r=1, 2; 1<h, i<s}
=max {d(u,, flw;-)):r=1 2; 1si<s}.

Infatti il primo membro della (6) & banalmente maggiore od uguale del suo

() Se questi ultimi termini sono uguali a zero, si possono togliere perché il massimo a
secondo membro non ¢ nullo; se sono diversi da zero si possono togliere perché,
comparendo a primo membro ed essendo s(t) <t per ¢ >0, non possono essere il massimo
di tale insieme a secondo membro.
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secondo membro; per dimostrare la disuguaglianza reciproca, osserviamo che il
primo membro della (6), per s# 1(%), si puo scrivere cosi

max {d(ug, filu)):r=1, 2; 1<i<s}
V max {d@u,-;, filug): =1, 2; 2<h<s}
Vmax {dup—y, flui-))y:r=1, 2, 2<h, i<s}
dove: (@)  max {d@u,_,, fllup):r=1, 2; 2<h=<s}
< g(max {d(uy_1, flup-1)), A, - r=1, 2; Ish<s—1})
< o(max {duy-1, flu-D):r=1, 2; 1<h, i<s})(®;
(b)  max {d@_, fflui):r=1, 2; 2<h, i<s}
< s(max {d(u,l_p flw))y:r=1, 2; 1<h, i<s}) .
Quindi per tale primo membro si ha
max {dWy-y, i) r=1, 2; 1<h, i<s}
smax {dug, filt;-)):r=1, 2; 1<i<s}.
Vo(max {d(uy_1, fila-)):r=1, 2; 1<h, i<s})
cioé max {du,_,, filu;_)):r=1, 2; 1<h, i<s}
smax {duy, flu_ D) r=1, 2; 1si<s} (O;

pertanto vale la (6) qualunque sia se 3.

(*) Se fosse s=1, la (6) sarebbe banale.

() La prima disuguaglianza si ottiene sostanzialmente in virtit di (2) e della non
decrescenza di 7, con passaggi (qui omessi) analoghi a quelli che portano a (5); la seconda &
immediata per la relazione di inclusione che c¢’¢ fra i due insiemi.

() Basta cambiare 1 ~1in A e i—1 in 7, e applicare la (4) con n=1e p=s—1.

(") Poiché +(0)=0, e s(t)<t, se t>0.



[5] GENERALIZZAZIONE DI UN RISULTATO DI J. DANES 43

Fissati infine n e N U {0}, pe N, e posto s =p + n, per la (6), sostituendo in
(4), si ha immediatamente la (3).

Lemma 2. Lo spazio E sia completo, Uapplicazione » sia continua «a
destra, valga la (2) e si abbia

(M sup {dluo, fluD)y:r=1, 2;1=1, 2, 3, ...} <+ .

Allora le successioni (1) convergono in E allo stesso limite.
Dim. Posto, per brevita,

€] wo=sup {duy, flu-)):r=1, 2; 1=1, 2, 3, ...}

consideriamo la successione

W, W, = o(W,_1) = 5"(Wp) n=1, 2, 3, ...).
Si ha subito
©)] lim o"(wp) =0.

Infatti, o per un certo indice 1€ 9t U {0} & w; =0, e allora tutti i termini dall’i-
esimo in poi sono nulli (®); o per ogni i € I U {0} & w; #0, e allora la successione, a
termini positivi, & decrescente, e per la continuitd a destra di s vale la (9).

D’altra parte dalla (3), per la non descrescenza di &, valendo la (7) e tenuto
conto della posizione (8), si ha

(10) max {d(u,, filtbysp-1)): =1, 2} <"(wp) m=0,1,2,...; p=1,2,8,...).

La (9 e la (10) portano ora a concludere sia che la successione u, = fi(u,_1) (n =1,
2, 3, ...) & di Cauchy, sia che

an Jm d(u,, fo(w,))=0.

(*) Si noti che se fosse w, =0 sarebbe anche u; =f;(u;_;) =2y € fol2t;1) = 1, per ogni
1€ M; quindi, i questo caso, oltre alla (9) avremmo subito 'affermazione del Lemma 2.
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Per la completezza di E, si ha allora che la successione u, converge ad un ux € E;
onde, per la (11), anche la successione fx(u,) converge allo stesso wus« (%).

Teorema 1. Lo spazio E sia completo, Uapplicazione s continua a destra,
valga la (7) e st abbia

(2)  d(fi(@y), fila) < s(max {d(x;, x), %—cl(a:i, ),  dl, fle)): i, 7=1, 2})
(r=1, 2; &), s E).

Allora Punico punto unito di fi coincide con lunico punto wunito di fs.
Dim. Peril Lemma 2, poiché (2)" implica (2), le successioni (1) convergono

in & allo stesso limite w+. Inoltre (da un certo indice % in poi) per la (2)', lap.t.g. e
la non decrescenza di o, si ha

12) max {d(u,.y, fillus): r=1, 2} = max {d(fi(w,), f[i(u)): r=1, 2}

1=
A [t

< g(max {d(uw,, u«), =oldt,, Use1)]+ d@ypsy, [i(0),

i v

’,J[Cl('ll,*, u’)z-i»l)] + d(u;¢+13
Sus), day, fi(w,), ds, fitu)):r=1, 2}).
Ma essendo

im” max {d(u,, us), %;;:[d(u”, Upr1)] + A2y, filas)),

] -

?[d(u*’ qu—l)]
+ d(u’n+b f;'(u*)); Cl(’LL,,, .fr(un)), d(’Lb*, f;-(un)): r= 17 2}
= max {,ZI_i.IP: AUsr, Hlun)): r=1, 2}
= llrp;’ max {d(uy., filu): r=1, 2} <+ o0 (19

() Da un certo indice » in poi, d(u-, folw,)) < oldu-, 1,)]+ rd(n,, fo(u,)).

(") Infatti, da un certo indice % in poi & max {d(u,.1, f{{(u)): =1, 2} < old(u, 41, u-)]
+ - max {d(n., f(u)): r=1, 2}, da cui, essendo ¢ infinitesima nello zero,

"lirpx” max {d(t,+y, flu)): =1, 2} << max {d(ux, flu)):r=1, 2} <+ =,
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per la continuitd a destra e la non decrescenza di s, da (12) si ottiene anche

Im" max {d(u,..,, flu)): r=1, 2} < o( im” max {d(u,+., fiu=)): r=1, 2})

cioe ,,E’PJ' max {1, filu)):r=1, 2} =0 quindi
(13) lim d(u,,4q, flus) =0 (r=1, 2).

Sempre da un certo indice n in poi, per la p.t.g., vale
O d(uex, filus)) < old(ux, 1,,0) + d(Uyry, [ilws)) (r=1, 2)
che, per la (13), porta alla conclusione

U = f1(20x) = folus)

cioe us & punto unito comune ad f; e ad f.
Dato, poi, z punto unito di f;, si ha

d(z, () = d(fi(z), f2(2)) < c(max {d(z, f@):r=1, 2})=s(d(z, yEE3)))

e quindi d(z, fy(z)) =0, ossia z & punto unito anche per f;; analogamente si mostra
che ogni punto unito di f; & punto unito anche di f;.

Se, infine, y € E fosse un altro punto unito di entrambe, diverso da us, si
avrebbe

0<d(us, y) =max {d(fi(us), fiy): r=1, 2}

< o(max {d(ux, y), %d(u*, ), dy, filud): r=1, 2}) = o(d(us, y))

il che & assurdo. Deve pertanto essere y = u+. Dunque f; ha un unico punto unito
che & anche I'unico punto unito di f;.
Se ora poniamo

(14) £=inf(id — =)0 + ) b= o[d(uy, frtup))]V d(a, folug))
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con 3e M, & facile dimostrare il seguente

Lemma 3. Sia d(x;, fi(xy) € A per ogni %, € E, valga la (2) e st abbia
15 sup (id — 7o) 1 (BT D) < + .
Allora vale la (7).

Dim. Si ha per ogni me Nt
(16) max {d(uy, flui)):r=1, 2;1=1, 2, 3, ..., m} ed—=a)" 1 (B D).

Infatti dopo aver cambiato (i—1) in ¢ e sfruttata la p.t.g. (), con semplici
passaggl si ottiene

max {d(uo, filui)):r=1, 2; i=1, 2, ..., m}
<(ald(uo, filuo))]V d(ue, folue))) + rmax{d(u,, flud):r=1, 2; 1=1, 2, ..., m—1};
da cui, per la (8) [e tenuto conto delle posizioni (14)]
max {d(uy, filui)):r=1, 2; i=1, 2, ..., m}
< b+ zo(max {d(uy, fu)):r=1, 2, i=1, 2, ..., m}) oppure
max {d(ue, f(ui):r=1, 2;i=1, 2, ..., m}
— wo(max {du,, filu,)):r=1, 2;i=1, 2, ..., m})<b cioe
B<(id — wo)(max {d(ug, filui)):r=1, 2; i=1, 2, ..., m})<b
e quindi la (16). Da (16), immediatamente,
max {d(u, fGu)):r=1, 2; i=1, 2, ..., m}<sup(d — )7 (87 10)

che, per la (15), porta alla (7).

" (") Applicabile in quanto & d(;, fi(x))) € A per ogni ;€ K.
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Teorema 2. Lo spazio E sia completo, Uapplicazione = continua a destra,

sia d(x;, fi(xy) € A per ogni xy € E, valga la (15) e st abbia la (2)'. Allora Uunico
punto unito di f; coincide con Punico punto unito di fa.

Dim. Banale.

3 - Osservazioni
3.1 — Se avessimo proceduto come di solito si fa con una sola funzione, dopo

aver introdotto in 2 le due successioni (1), avremmo dovuto prendere in
considerazione il diametro dellinsieme

amn Oue) = {2, filtts):r=1, 2; i=1, 2, 3, ...}

(insieme che potremmo chiamare orbita relativa alle due successioni) (*2). Ma la
forma dell'ipotesi di contrattivita (2) ci ha costretto a considerare, invece che tale
diametro, Vestremo superiore di convenienti distanze fra i punti dell’orbita
stessa; cioe

(18 sup {d(uy—1, flui)):r=1, 2; h, i=1, 2, 3, ...}
che, per la (6), & ugunale a
19 sup {d(uo, flu;_)):r=1, 2; i=1, 2, 3, ...}.

Si noti pero che, per fi=fo=f, la (17) da orbita usualmente considerata da
vari Autori nel caso di una sola funzione (negli spazi metrici), e che il suo
diametro, diam 0(wy) = sup {d(v)-1, flu;-)): h, i=1, 2, 3, ...}, proprio per l'u-
guaglianza fra (18) e (19), diventa
(20) diam 0(uy) = sup {dlay, flu;_)):i=1, 2, 3, ...},

(%) E ovvio che per diametro dellinsieme (17), cioe per diamO(u,), si intende qui
sup {d(z, y): x, ye0uy)).
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3.2 — Se la funzione o(f) introdotta allinizio di 2 e, per ogni t=0, (t)
=a-t (0=<a<1), lipotesi di contrattivith comune (2)' diventa

d(fiw), fi@) < a max {diw, ©), Ld@, f),
d(x;, flep) 1, j=1, 2} r=1, 2; ), xoe k).

Pertanto il Teorema 6 di [1], e tuttii suoi casi particolari (*), sono casi particolari
del Teorema 1 di questa Nota.

3.3 — Infine, negli spazi metrici (), dal Lemma 2, dal Teorema 1 e dal Lemma 3
si ottengono le affermazioni del Teorema 1 di [2] ponendo f, =f; = f e ricordando,
naturalmente, che diam0(x;) & anche dato da (20).
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Summary

In this paper we generalize, in H-spaces and for two mappings, a result of J. Danes
on fixed point for one mapping in metric spaces.

EX

(*) Sulla validita del Teorema 6 con una certa ipotesi aggiuntiva, o senza tale ipotesi
se ==1, cfr. [1],.

() Come & evidente, gli spazi metrici sono H-spazi particolari con A=R*, =1, o
funzione identica.



