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CORRADO SCARAVELLI (%)

Contrattivita comune e teoremi di punto unito (*¥)

1 - Introduzione

Nell’affrontare teoremi di punto unito comune a due applicazioni f; ed f; di
uno spazio metrico (o metrico generalizzato) completo in s&, una delle domande
che ci si possono fare & quali e quante distanze del tipo

Q) dfi(xy), filew) r=1,2;, 8=8-72; h=1, rAs; k=1, rAB~h)
«sia conveniente» porre a primo membro, e quali e quante del tipo
(2) d(xb xZ)y d(wiy f]l(xh)) i’ j} h’= 1, 2

«sia conveniente» porre a secondo membro, della cosiddetta ipotesi di contratti-
vitad comune (per ipotesi di questo genere cfr., ad es., (2) e (9) di [1]5, 0 (2) e (12)
di [1]s; oppure, per gli spazi metrici, il Teorema 1 di [4] e il Teorema 1 di [2]).

E noto, infatti (velativamente agli spazi metrici), che se a primo membro si
lascia la sola distanza d(fi(xy), fa(xs)), si ottengono risultati interessanti, purché
si pongano a secondo membro soltanto cinque, opportune, delle nove distanze (2);
distanze che, per di pili, o sono legate a coppie (una o due) in eonvenienti
combinazioni lineari, o sono dotate di opportuni coefficienti numeriei (cfr., ad es.,
il Teorema 1 di [4] assieme all’equivalenza fra (10) e (10)" di [1]; per -=1, e il

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, via dellUniversita 12,
1-43100 Parma.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito dei fondi 40% e 60%, per la ricerca, del M.P.I.
Ricevuto: 1-X-1987.
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Teorema 1 di [2]). E si badi che cosi facendo il quesito posto di Lj. B. Cirié¢ in [2]
trova risposta negativa (come dimostra I'esempio 5 di [3]) (%).

Per cercare di migliorare in qualche modo i risultati noti, & sembrato
interessante ed utile, in [1], seguire questa via: lasciare a primo membro il minor
numero possibile delle sei distanze (1) (questo numero, per quanto osservato
prima, sard maggiore od uguale a due); e porre a secondo membro il maggior
numero, delle nove distanze (2), compatibile con la scelta fatta per il primo
membro (tale numero si vorra che sia, in ogni caso, almeno sei).

Si & pertanto iniziata questa indagine (cfr. sempre [1]) in spazi metrici
generalizzati (E, d), chiamati H-spazi, nei quali Yapplicazione d: E X E— R*
verifica le seguenti proprietd

(@) dx, x)=0<x,=21, per ogni x;, x,e F
(b) d(x;, x)=d(xs, x,) per ogni x;, x, e K

() esistono: un sottoinsieme A di M* contenente un intervallo 0™ q
(a>0), una costante reale r =1, e una funzione ¢: A — R* infinitesima nello zero,
tali che, per ogni @, %, ¥ek, d@, %) eA=d@, x)<old, )]
+ zd(xz, ¥s) (proprieta triangolare generalizzata: p.t.g.) ().

Si sono ottenuti vari risultati ¢), fra i quali uno, particolarmente interessante,
& dato dal Teorema 6 di [1];, dove a primo membro della cosiddetta ipotesi di
contrattivita comune, oltre alla solita distanza d(fi(x)), fo(xs)) c’@ soltanto la
distanza d(f;(x1), fi(x)); e a secondo membro ci sono tutte e nove le distanze (2)
(non combinate fra loro), ognuna delle quali ha al pill un coefficiente 1/z

(*) 11 quesito posto da Cirié alla fine del lavoro [2] & il seguente: se (', T') sono due
applicazioni di uno spazio metrico M completo in sé soddisfacenti la condizione

(*) d(Fz, Ty)<gqmax{d(x, y), d, Fz), dy, Ty, dx, Ty), dy, Fx)}

per qualche ¢ <1, F e T hanno un puntc unito comune?

() E evidente che gli spazi metrici sono H-spazi particolari con A=9+, +=1, ¢
funzione identica. Inoltre in questi H-spazi (che sono spazi di Hausdorff) si possono
introdurre e trattare come negli ordinari spazi metrici le nozioni topologiche e di
completezza. Segnaliamo perd che I'applicazione d in generale non & continua (cfr., ad es.,
[115).

(%) Tali risultati (cfr. [1],) negli H-spazi sono pienamente validi con una certa ipotesi
aggiuntiva; ma rimangono validi anche senza tale ipotesi aggiuntiva, purché sia ==1.
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[che negli spazi metrici diventa 1: cfr. I'annotazione (®]. Questo Teorema,
puo, fra laltro, servire per dare una risposta affermativa alla domanda posta
da Cirié in [2], purché alla (x) dellannotazione () si aggiunga lipotesi
d(Fz, Fy)<qmax{d(x, ), dx, Fx), diy, Ty), dlx, Ty), dly, Fz)} (cfr. [1],
n. 4).

Altri risultati, quali i quattro dati dai Teoremi 1, 2, 3 e 4 di {1]3(*), possono
sembrare meno soddisfacenti del precedente. Ma va precisato che a primo
membro dell’ipotesi di contrattivita comune si & lasciata la distanza d(fi(xy),
fi(ws)), e sostituita la solita d(fy(xy), fa(x2)) con la d(fi(xs), fa(xs)); tale scelta ha
pertanto indotto a mettere nel secondo membro solamente sette (o sei) delle nove
distanze (2), che, pur non essendo combinate fra loro, presentano qualche
coefficiente dipendente da - e dalla funzione ¢: £ X E—>0 11 cosi definita (cfr.,
ad es., (1) di [1ly)

d(xl’ :‘Cg)
/ old(my, x2)]

N\ 1 per (x;, %) tale che d(x;, x»)¢ A\ {0}.

per (z1, %) tale che d(x;, ) e AN\ {0}
3 Wy, @)=

Poiché perd negli spazi metrici tali coefficienti sono uguali o ad 1 o ad 1/2,
anche in questo caso i risultati si possono ritenere apprezzabili.

In questo lavoro, proseguendo (sempre negli H-spazi) quellindagine, ho
voluto mantenere a primo membro della ipotesi di contrattivita comune le due
distanze d(fi(xy), fi(®2), d{fi(xs), fa(ws)) di [1]; ed imporre a secondo membro la

presenza di tutte e nove le distanze (2).
Per fare questo ho perd dovuto legare le otto distanze d(x;, fi(x)) @, 7,

h=1, 2) a due a due in opportune combinazioni, con l'utilizzo della funzione
data da (8). Ho cioé preso in esame le due seguenti ipotesi di contrattivita
comune:

4) d(fi(x,), fi(%2)) <o max {d(x;, ), Ay, w2) d(w;, filx))

+ AU‘ij(xh xZ) d(mi’ j‘Z(mj)) : 'i, j = 1, 2}

22 W, frla)

r=1,2 0=sa<l rg=————— mi =
’ T4+l 2o+l

i, J=1, 2,

() E tralascio, ad esempio, il Teorema 4 di [1]; che pure ha un suo interesse in guanto
presenta, anche se con diverse considerazioni, tre delle sei distanze (1) a primo membro e
le nove distanze (2) a secondo membro.
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0% d(fi(,), fila) <o max {d(x;, x5), Ay, o) d(x;, fi(x;)
+ g, @) dl, fl@)):i, j=1, 2}
r=1, 2 0=a<l J1=n X2 = Doz Jo1= Jay o2 = o W@y f1(%2))
An=un =g Ga=per e = peed(®, fil),

ottenendo con la prima un Lemma di convergenza (v. 2) e con la seconda un
Teorema di punto unito (v. 3). Concludo poi con alcune osservazioni (v. 4).

2 - Un Lemma di convergenza
Si ha subito il seguente

Lemma. Sia E completo; siano fi, fz: E— E due applicazioni tali che,
per tutti gli x,, x€ K, valga la (4) e si abbia

) d(xy, file)) e A

(6) sup {d(z,, filx)):i=1, 2, 8, ...} <+ = (.
Allora per ogni uge E le successioni

N Uy, = f1(2h,_1) U, = foltp-y) n=1, 2, 3, ...)
convergono (in E) allo stesso limite.

Dim. Faro la dimostrazione passando attraverso quattro successive affer-
mazioni.

Prima affermazione. Qualunque siano n, pe N si ha
(8) max {d(un+h—-ly un-i—i); d(un+iy vn+1) S h; 7’ $p}

<o max {d(ll/n+h—-21 un+i—~1)y d(un+i—l; /Un+i—~1) 1= h, 1<]9 + 1} .

() Col simbolo f% si intende f; composto 7 volte con se stesso (convenendo che sia
9
iy =y.
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Infatti se applichiamo la (4) al primo membro di (8) si ha [scrivendo, per brevita,
rispettivamente 2 e x al posto di Z/(Z+c+1) e 1/(F+7+1)]

max {d(u7z+lz~ly un-ﬂ'); d(unﬂ'y vn+i) 1= h; 7«529}

= o max {d(un+h—2; un-*—i—l); )\d(un-ﬂz—fb un+h—1) + {J".J’(un-k-h—Z; un+h—l) d(un-{»h—b
’U)H-h—l); )‘d(un-&h—% un+i) + .US,/('ZL71+11—2; un-(-i) d(un+h—2y vn+i)y }\d(unﬁ-i—b
un-%-/z-—l) + /J*'}!’(unﬁ——ly un+h—-l) d(un-(-i—ly vﬂ—i-h—l)y )\d(un-)-i—h un-{»i) + .“4’(“11-1-#1)

un-!—i) d(uné—i—ly UrH-i) HIES h’) 'L$p},

di qui, per la p.t.g. di (¢) (%), per la definizione di ¢, e con banali maggiorazioni (),
si ottiene

max {d(’un+h—l; [M/;H‘i)y d(u)z+i; vn-{-i) 1= h, 'L$p}
<o max {d(un-&-h—Z’ un+i—l): d(un+h—2; un+h—1)a d(un+h—1y 'Un+h—1); d(un+h—27 un-i-i)a
d(un-ﬂ‘y v)z+i)) d(un+i—-1: un-.&h-—l): d(un+i-1; un+i) : 1 = h’ ZS p}

da cui, eliminando (a secondo membro) i termini ripetuti, proprio la (8) per
n, pedl.

Seconda affermazione. Qualungue siano ne N u {0} e peN st ha
(9) max {d(un-{»h—ly un-ﬂ')y d(un+i, vn+i): JIES h; Zsp}
< " max {d(u,_1, u), dlu;, v): 1<h, i<p+n}.

Infatti fissati n, p € N, seriviamo la (8) successivamente per le coppie di interi
positivin, p;n—1,p+1;n—2, p+2; ...; 1, p+ n— 1; da queste = disuguaglian-

(®) Applicabile in quanto vale la (5).
(") Si sfrutta qui sia il fatto che ¢ =<1, sia la relazione

2a+cb+es(@+c+ 1) max{a, b, ¢} (a, b, ce RY).
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ze, e tenendo conto che la (9) & banalmente vera per n = 0 (qualungue sia p € ),
si ha subito la (9) per ne U {0} e peIt.

Terza affermazione. Qualunque sia s eI st ha
10) max {d(uy,—y, u), d;, v): 1<h, i<s}=max {duy, u): 1<<i<s}.
Infatti, per s=2, scritto il primo membro della (10) nella forma
max {d(uy, u): 1<i<s} Vmax {du;, v): 1<i<s}
Vmax {d(u,—1, uy), dluy, v): 2<h<gs}
V max {d(u_1, u;), du, v): 2<h, 1<s}

osserviamo che

(a) max {d(u;, v;): 1<i<s} viene maggiorato da & max {d(ui-;, u):
1=<i=s}, come si dimostra subito per la (4), la p.t.g. di (¢), la definizione di ¢, e
con banali maggiorazioni(®); e, infine, eliminando, dal secondo membro della
disuguaglianza cui cosi si perviene, i termini che non possono essere massimo ();

(b) max {d(ty-1, w), du;, v1):2<h<s} viene dapprima maggiorato da
fecambiando % in (& + 1), applicando la (4) e scrivendo, sempre per brevita, 2 e u
invece di “/(*+7+1) e 1/(Z+7+1)]

a max {d(uh—-h ’Z/Lo), )~d(ulz-17 uh) +{J~'~fl/(uh—-1a uh) d(uh—b vlz))
)\d(uh—ly ul) +‘U"}//(uh—1> ul) d(u’h—l’ 2)1); )‘d(uO: uh)
+udg, up) dlatg, i), 2d(ug, 1)+ p(tty, ) d(tg, v): 1Ssh<s—1}

od anche, per la p.t.g. di (¢), la definizione di ¢ e banali disuguaglianze (cfr.
Iannotazione (7)), da o max {d(uw,_1, o), dl_1, wy), dy, ), AUpoy, %),

() Cfr. Pannotazione (7).

(®) I termini che non possono essere massimo, qui come pitt avanti (e come del resto
gia altre volte in [1]), sono termini del secondo membro (dove compare «, che & <1)
presenti anche al primo membro.
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Ay, vy), dlug, uy), dlat, 1) 1sh=<s—1}, ed infine, eliminando i termini
ripetuti e quelli che non possono essere massimo(), da

a max {d@y-1, ), d(uy, v): 1<Sh<s—1}Vamax {d(uy, w): 1sh<s—1};
(e) max {d(uy_1, w), d(u;, v): 2<h, i< s} viene maggiorato da « max
{dQy-1, up), d(us, v): 1<h, i<s), come si deduce immediatamente da (9, dopo
aver cambiato (A —1)in h e ¢ in (3 +1).
Pertanto, tenuto conto di (a), (b) e (c) avremo, per s=2,
max {d(wy_, ), dw;, v): 1sh, i<s)
smax {d(uy, u): 1<i<s}Vamax {d(u;,;, u): 1<i<s)
Vo max {d(u,-1, ), duy, m): 1sh<ss—1}
Vo max {d(uy, up): 1sh<s—1}

Vo max {d(uy-1, w), du;, v): 1sh, i<s}

da cui (ancora con la solita eliminazione a secondo membro dei termini che non
possono essere massimo)

max {d(ty-1, u), Ad(u;, v): 1<h, i<s) <max {d(u, u): 1<i<s};
ma banalmente si ha anche

max {d(ug, u): 1<i<s}<max {d(u_;, u), du;, v): 1<h, i<s};
quindi abbiamo la (10) per s =2. Per s=1, la (10) [che diventa max {d(uy, ),
d(uy, v} = d(ue, )] si ottiene subito osservando che, con gli stessi passaggi
indicati in (a), d(w,;, v;) viene maggiorata da ad(uy, ;) con «<<1.

In definitiva la (10) & dimostrata qualunque sia se .

Quarta affermazione. Esiste un yeR* tale che, qualunque siano

(™ Cfr. lannotazione (°).
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neNu{0} epeN, si ha
(11) Aty Unip) V AUysr, Vi) Sy
Infatti da (9) e (10) si ricava
max {dWyn-1, Unsi), A Uursy Vori): 1<h, 1<p}
<" sup {d(ug, w):i=1, 2, 3, ...};

da questa, posto y =sup {d(u,, u): i=1, 2, 3, ...} [che appartiene ad N* per la
(6)], si ottiene la (11) per neNuU {0} e peJi.

Ora da questa quarta affermazione si ha subito sia che la successione u,
m=1, 2, 3, ...) & di Cauchy, e quindi che, per lipotesi di completezza, essa
converge ad un u« € E; sia che ,}i’l‘k dys1, Vpey) = 0. Poiché da un certo indice n
in  poi, per la p.t.g di @®) & dux, V)< olds, Uyer)]
+ vd{(Ups1, Vpey), avremo che anche v, converge ad .

I1 Lemma & cosi dimostrato.

3 - Un teorema di punto unito
Ora ¢ facile arrivare al seguente

Teorema. Sia E completo; siano fi, f2: E— E due applicazioni talt che,
per tutti gli x,, v e K, valgano (4), (5), (6). Allora f, ed f> hanno in comune un
solo punto unito che & anche Punico punto unito di entrambe.

Dim. Essendo (x;, fi(xs)) <1, (4)' implica (4); fissato quindi u,e E, le
successioni (7) di punti di E, per il Lemma precedente, convergono (in E) allo
stesso limite che abbiamo giad chiamato ws. .

Applicando successivamente la (4)', la p.t.g. di (¢) (®), la definizione di ¢ e le

(™ Applicabile in quanto da un certo indice n in poi & d(us, %,.)<a, e quindi
d(us, U,.q) € A.
(® Cfr. Pannotazione (®).
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disuguaglianze di cui allannotazione (%),

max {d(WUy.1, [ilu=), d(fi(us), folr=))}
o max {dU,, u=), Ay, Ups1), dWUpsr, Vus1), A, filus), dfy(us), folus)),

Aus, Uysr), (B, us) + du,, fl(u*))-!—:d(;z,l, Us))}

da cui

(Hm” d(w,1, fi(w=)) V d(fi(us), folux)

Sa(lim” d(u, i)V ad(fi(us), folu=))

e quindi, essendo «<1,

(Hm” (s, fr(u)) V d(fi(us), folus) =0 cioe
12) 711_@1}1x A(Upsq, [ilue)) =0 d(fy(u), folu))=0;
ma da un certo indice % in poi, per la p.t.g. di (¢)(*¥), si ha
0= d(u*’ fl(u*)) = g}(d(’lb*, un«}-l)) + Td(un-i-ly fl(u"))

che con una passaggio al limite (per n— + «), da subito u« = f(u+): dunque % &
punto unito per fi.

Dalla seconda delle (12) si deduce allora che u« & punto unito anche per fy;
pertanto u« € punto unito comune ad f; ed f.

Se ora f; avesse un altro punto unito z € E, si avrebbe (per la (4)’, la p.t.g. di
(e) ("), la definizione di ¢ e le disuguaglianze di cui alla annotazione (%))

max {d(z, ux), d(z, f(2))} =max {d(fi(2), filus), d(fi(), fo(2))}
<o max {dz, u«), d(z, f2(2)}
pertanto dovrebbe essere z = ux.

(*® Si confronti I'annotazione (%).
(") Applicabile in quanto vale la (5).
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Se poi f. avesse un altro punto unito y e F, si avrebbe (per la (4) con
X =2y =1)

cioé y sarebbe unito anche per f;; e allora dovrebbe essere u«=1y.
Quindi il punto unito . comune ad f; ed f; & unico, coincidente con 'unico
punto unito che ognuna delle due funzioni ha.

4 - Osservazioni varie

4.1 - La (6), che, come si & visto, & servita per stabilire che la successione u,
(n=1, 2, 3, ...) e di Cauchy, non appare deducibile dall’ipotesi di contrattivita (4)
(come si potrebbe vedere con considerazioni analoghe a quelle svolte in [1],). Se
pero ponitamo =1 tale (6) st deduce proprio dalla (4). Infatti per la p.t.g. di (e)
(con ~=1)(*), qualunque sia ne N, si ha
(13) max {d(x,, filz)):i=1, 2, ..., n}

< o(d(@y, filxy) +max {d(fi(xy), file):i=1, 2,..., n}.

Ma per la (4) ancora, per la p.t.g. di (c), e per le relazioni di cui all’annotazione (7)
si ha

max {d(fixy), fi(zy), d(filx), Hfi ) i=1, 2, 8, ..., n}
<o max {d(x;, fi '), dx, file), difix), fl@)), d@, filx)), d{fiy,
LT @), dif@y, @), difiley), fiw)):i=1, 2, 3, ..., n}

od anche, eliminando i termini ripetuti e quelli che non possono essere

(**) Applicabile, qui come pil1 sotto, per la (5).
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massimo ('),
max {d(fi(v), fi(®)), d(fi@@), Lfi@M:i=1, 2, 3, ..., n}
<o max {d(x;, filx), dffi iy, fi@)):i=1, 2, 3, ..., n}
e quindi, essendo
max {d(f{ ), fil)):i=1, 2, 3, ..., n} <max{d(z, file)):i=1, 2, 3, ..., n} (7
max {d(fi(xy), filx)), dfixy), Hfi @) i=1, 2, 3, ..., n}
<o max {d(x,, filx)): i=1, 2, 8, ..., n}
da cui anche
(14) max {d(fi(xy), fite)):i=1, 2, 8, ..., n}
<o max {d(x, fix)):1=1, 2, 3, ..., n}.
Dalla (13) e dalla (14) si ottiene infine
max {d(x,, fix)):i=1, 2, 8, ..., n}
< o(d(xy, file))) +a max {d(x;, filx)):i=1, 2, 3, ..., n}

e quindi

< o(d(xy, fi(®1)))

max {d(x,, fi(x)):i=1, 2, ..., n} -

da cui, data larbitrarieta di » e 9, proprio la (6).

(%) Cfr. I'annotazione ).
(") Questa disuguaglianza deriva subito da (10), per la (7), e ponendo u,= ;.
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Pertanto, negli H-spazi, quando & = =1, va tolta Pipotesi (6) dagli enunciati
del Lemma e del Teorema.

4.2 - Negli spazi metrici, poi, (dove & =1 e ¢ & la funzione identica), la (5) &
banalmente verificata, la ¢ & identica a 1, e la (4), coincidente con la (4)', diventa

@y A, £2) <« max {d(@,, @), —é—d(:ci, fi@))

+%d(mi, £, j=1, 2) r=1,2 0<a<l)

cosicché gli enunciati del Lemma e del Teorema, negli spazi metrict, diventano
semplicemente

Lemma. Sia E completo; siano fi, fo: E—E due applicazioni tali che,
per tutti gli =, x.€ E, valga la (4)". Allora per ogni uy€ E le successioni

Uy =fl(un—1) Un zfz(un—l) (’)’L = 17 2) 37 )
convergono in E allo stesso limite.

Teorema. Sia E completo; siano fi, fo: E— E due applicazioni tali che,
per tutti gli &, x.€ K, valga la (4)'. Allova fi ed fo hanno in comune un solo
punto unito che ¢ anche lunico punto unito di entrambe.

E, in questa formulazione, dovrebbero rappresentare una novitad anche negli
spazi metrici.

4.3 - A questo punto ci si puo chiedere se quello che qui si & trovato & un «buon
risultato». La risposta & affermativa alla luce delle considerazioni fatte nell’Intro-
duzione. Non c’e dubbio infatti che lo scopo di lasciare a secondo membro
dell'ipotesi di contrattivitd comune il maggior numero delle nove distanze (2) &
stato raggiunto: ci sono, addirittura, tutte e nove! I legami che poi compaiono in
(4) e (4)’ non possono, probabilmente, essere resi pitt deboli, data la scelta fatta
per il primo membro (e gia pit volte sottolineata).
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Summary

A new common fized point theorem for two mappings in H-spaces (which are
particular generalized metric spaces) is given: the theovem is chiefly based on the
Jfollowing common contractivity hypothesis

d(fi(@,), @) <o max {d(@;, x2), 22, w)d@, fiz)
+ gy, x)d;, fole)):d, j=1, 2} r=1,2 0<a<l)
where 1; and gy are suitable coefficients (equal to 1/3 in metric spaces).
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