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ANTONELLA Fiacca (%)

Sull’integrale di Burkill-Cesari

per funzioni di insieme a valori in spazi di Banach (**¥)

1 - Introduzione

L. Cesari in [4]; » ha definito, per funzioni di insieme ¢: {I} —R", ove {I} &
una famiglia di sottoinsiemi di un insieme o spazio topologico A, un integrale,
noto nella letteratura come integrale di Burkill-Cesari.

Successivamente G. Warner in [7] ha esteso, a funzioni di insieme a valori in
uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff E, Vintegrale
di Burkill-Cesari, operando perd in una assiomatica pili generale di quella
assunta da L. Cesari. Questo nuovo integrale, chiamato dall’Autore integrale
«forte» alla Burkill-Cesari, ovviamente contiene, come caso particolare, l'inte-
grale di Burkill-Cesari. Nello stesso lavoro G. Warner, mantenendosi nell’assio-
matica da lui introdotta, ha inoltre definito un altro integrale come funzionale
lineare sul duale topologico di E, chiamandolo integrale «debole» alla Burkill-
Cesari.

In [2] P. Brandi e A. Salvadori, operando nell’assiomatica di Warner, hanno
studiato aleune proprietd di questo integrale «debole», nonché dellintegrale
«forte» alla Burkill-Cesari per funzioni di insieme a valori in uno spazio di
Banach. I suddetti Autori hanno poi introdotto il concetto di quasi additivita
debole, sufficiente ad assicurare l'esistenza dellintegrale «debole» alla Burkill-
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Cesari (cfr. [2], Proposizione 2). Hanno inoltre provato che i due concetti di quast
additivita e di quasi additivita debole in A vengono conservati nei sottoinsiemi di
A, ove si supponga, nel prlrno caso, che f”p“ <+ o (cfr. [2], Proposizione 7) e,

nel secondo caso, che f lloll <+ oo (cfr. [2] Corollario 1): in queste condizioni,

Pintegrale «forte» e l’1nteg1 ale «debole» esistono, rispettivamente, in ogni
sottoinsieme di A.

Questo risultato era stato fornito da J. C. Breckenridge in [3], il quale si era
mantenuto perd nella pit stringente assiomatica di L. Cesari e aveva operato
nella classe delle funzioni ¢: {I} — R". A. Averna e C. Lodovici in [1]; hanno pure
studiato il problema della conservazione della quasi additivita nei sottoinsiemi di
A: a questi Autori, che hanno perd operato in una assiomatica diversa da quella
assunta da L. Cesari in [4]; 5, la quasi additivita della o basta da sola ad
assicurare la quasi additivita della ¢ nei sottoinsiemi di A.

Noi qui, operando nella stessa assiomatica di [2], dopo aver esteso a funzioni
di insieme ¢ a valori in uno spazio di Banach il concetto di quast additivita in
senso debole (concetto gia fornito in [1], da A. Averna e C. Lodovici per funzioni
o: {I}— R") e introdotto il concetto di debole quasi additivita, in senso debole,
abbiamo provato due teoremi di esistenza per Pintegrale «forte» e per lintegrale
«debole» alla Burkill-Cesari (c¢fr. Teorema I e Teorema II). I nostri teoremi di
esistenza contengono strettamente le Proposizioni 1 e 2 fornite in [2] (cfr. qui
Osservazione I).

Ci siamo posti inoltre il problema di studiare se i due concetti di quast
additivita in senso debole e di debole quasi additivita in senso debole in A si
conservano anche essi nei sottoinsiemi di A ove si supponga, rispettivamente,

*
come in [2], che Pintegrale f”ga“ esista in R o che sia f o]l <+ . Nel’Esem-

pio I e nell’Osservazione II abblarno provato che la risposta al nostro problema é
negativa in entrambi i casi.

Supponendo poi che la funzione ¢ sia «debolmente» («fortementes) integrabile
alla Burkill-Cesari sui sottoinsiemi di 4, abbiamo studiato alcune proprieta delle
«funzioni integrali» che hanno cosi origine dai due integrali «debole» e «forte»
(cfr. Lemma I, Teorema IV e Teorema V).

Osserviamo che il Teorema IV e il Lemma I di qui contengono rispettivamen-
te il Teorema III e il Teorema I conseguiti in [5] (cfr. qui Osservazione IV).

Vogliamo osservare, infine, che, se gli insiemi Ie {I} sono compatii, il
Corollario 2 e la Proposizione 18 di [2] risultano contenuti nel Teorema IV e nel
Teorema V (cfr. Osservazione III e Osservazione V).
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2 — Sia A un insieme o spazio topologico; siano {/} una famiglia di sottoinsiemi
non vuoti di A, & = {D} una famiglia di sistemi finiti D = [I,, ..., Iy] di insiemi
Ie{l} con le proprietd (cfr. [4];, § 1):

(by) se A & un insieme, per ogni I, Je D, si ha
I#J=InJ=0,;

(bs) se A & uno spazio topologico, ciascun insieme I €D & dotato di punt:
interni e risulta

Ind=Int=Ini=00 VI, JeD I+J.

Sia ora T(>>) un insieme diretto e ad ogni ¢ € T sia associato un sistema finito
D,e &. Denotato con (&, ||-|) uno spazio di Banach e con (E*, |-|*) il duale
topologico di E, consideriamo una funzione di insieme ¢: {I} — E. Posto, per ogni
McA (cfr. 2], §2)

0 sel¢M
@.1) Sle, M, DJ= > s, M)e(I) ove s, M)=
IsDy
1 selcM

diremo che la funzione ¢ & fortemente integrabile alla Burkill-Cesari su M se
esiste il li%’nS[gp, M, D] e, in tal caso, poniamo

2.2) f;O:h;nS[gD, M} Dj.

M

Diremo inoltre (efr. [2], § 2) che la funzione ¢ & debolmente integrabile
alla Burkill-Cesari su M se, per ogni zeE* esiste finito il limite
lim Si{z, o), M, D](® e, in tal caso, elemento del duale algebrico di E¥, che a

ogni z € E* fa corrispondere il numero [ (2, ¢), sard chiamato integrale debole
M

alla Burkill-Cesari e indicato con il simbolo @ [ o.
M

() Gli apici ° e " stanno ad indicare che di un insieme si considera rispettivamente
Papertura o la frontiera nella topologia di A.

(® Con (2, ¢) indichiamo la funzione che ad ogni I € {I} fa corrispondere il numero
reale z(g(D)), che sard indicato con (z, o()).
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E ovvio che una funzione o fortemente integrabile alla Burkill-Cesari su M &
debolmente integrabile alla Burkill-Cesari su M e i due integrali coincidono,
mentre I'implicazione inversa non sussiste in generale (cfr. [2], Esempio 2).

Diremo che la funzione ¢ & quasi additiva in senso debole®) in M c A, se

(&) fissato arbitrariamente un mumero >0 esistono t,= tole, M) e

ty=1(s, M)eT tali che, per ogni teT, con t>>1, si ha

(¢ 28(1, M)]@S(J, Do) — oD <«

€N g s(J, M)[1— 513 s, Ds, M|le(D | <e

con Dy=[Ile D e D,=[J]e J.

Diremo poi che la funzione ¢ & debolmente quasi additiva in senso debole in M
se, per ogni z € E*, la funzione (z, ¢) & quasi additiva in senso debole in M.

Sussiste il seguente

Teorema I. Seo:{I}— E & una funzione quasi additiva in senso debole in
M c A, essa ¢ fortemente integrabile alla Burkill-Cesari su M.

Omettiamo la dimostrazione poiché del tutto simile a quella fornita da A.
Averna e C. Lodovici per conseguire il Teorema I di [1],.

Come immediata conseguenza del Teorema I si ha il seguente

Teorema II. Se ¢: {I}—E & una funzione debolmente quasi additiva in
senso debole in M c A, essa & debolmente integrabile alla Burkill-Cesari su M.

Osservazione I. Facciamo osservare che i nostri Teoremi I e II contengo-
no strettamente le analoghe Proposizioni 1 e 2 di [2]. Infatti lipotesi di quasi
additivita in senso debole da noi utilizzata nel Teorema I contiene strettamente
Pipotesi di quasi additivita di cui nella Proposizione 1 di [2] (cfr. Osservazione I
di [1]p). Lo stesso confronto si pud fare fra il nostro Teorema II e la Proposizione
2 di [2].

() 11 concetto di quasi additivita in senso debole & stato fornito per la prima volta da
A. Averna e C. Lodovici in [1],. La definizione dei citati Autori perd, oltre a riferirsi alle
funzioni ¢: {I} —R", & data in un contesto meno generale (cfr. assiomi (d;) e (dy) di [11p).
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Dimostriamo ora che il concetto di quasi additivitd in senso debole & pitt
stringente di quello di debole quasi additivita in senso debole, sopra introdotto.
Sussiste infatti il seguente

Teorema III. Sela funzione ¢: {I}— E & quasi additiva in senso debole in
M c A, essa & debolmente quasi additiva in senso debole in M.

Fissati infatti ze E* (25 0) e un numero >0, siano to:tO(W’ M) e

t = tl(W’ M) gli elementi di T determinati come in (¢). Per ogni te T, con

t>>t,, siano D,=[J] e D, =[I] due sistemi finiti di &. Risulta allora
@2.3) s, M) I3 s, Dz, o)) (2, oD} ®
=§I‘,S(1, M)|(z, ZJS(J, Do) — o)

<[zl Zs@, MIZ s, Do) =Dl
Tenendo presente la (¢,), si ha intanto
@.4) S s, M[S s, DSz oD) = (7 ¢<n>|<|lz|l*|~,$=e-
Poiché la ¢ verifica anche (¢,), si ha inoltre
@2.5) S8, [1-3 s, Dsd, M]|(z o)

<|zlF S50, =350, Dsd, M)]Ilqo(J)H<llzll*W=s

e pertanto la funzione (z, ¢) & quasi additiva in senso debole in M.

Tale proposizione non & invertibile. Infatti, se lo fosse, poiché una funzione
quasi additiva debolmente (cfr. [2], Definizione 2) & debolmente quasi additiva in
senso debole (cfr. [1],, Osservazione I), la quasi additivita debole implicherebbe

(*) Con |a| denotiamo qui il valore assoluto del numero reale a.
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la quasi additivita in senso debole: cid & assurdo, ove si tenga presente che la
quast additivita in senso debole implica I'esistenza dell'integrale «forte» (efr. qui
Teorema I), mentre di tale proprietd non gode la quasi additivita debole (cfr.
Esempio 2 di [2]).

Mostriamo ora che, mentre i concetti di quasi additivita e di quasi additivita
debole sono conservati nei sottoinsiemi dello spazio A, con 'aggiunta, nel primo
caso, dellipotesi che lintegrale della funzione loll su A esista in R (cfr.

Propos1z1one 7 di [2]) e, nel secondo caso, che f | o]l <+ « (cfr. Corollario 1 di

[2]), i concetti di quasi additivitd in senso debole e di debole quasi additivitd in
senso debole non godono di questa proprietd, come risulta dal seguente

Esempio I. Sia A=[0, 1], con la topologia usuale; sia poi {I} la famiglia
degli intervalli di A e & la famiglia delle divisioni di A, cosi costruite:

2 3
DO,Oz{O, 1} Dl 1_{0: 2) } {0 227 22; 22) 1}
1 3 4 5 7 3 4 13 15
D3,1={Oy ?: 57 ?» 551 .2_3: 1} {O 24) 247 247 ceey —2_47 ?; }
1 2 38 5 11 13
D;={0, =, =, =, —, ..., =, =, ..., 1
4,2 { b 24? 2 24 2 ’ 24 b 24 b b }
1 5 7 8 9 11
Dos=10, 55» -1 500 580 937 917 giv o U

Sia & D —R* la funzione mesh (cfr. [4];, § 1) definita da D)= nr}gpxll |G .

Osserviamo che la famiglia &J & un insieme diretto, essendo la direzione
definita da: D;>> D, se &D;) < &(D,).
Denotate con 9, e 9, le famiglie di intervalli

{(Zm 1 277/;-!— 1

), m=1,2 .., 27%—1 n=3, 4, ..}

T (EBTL, BEL) g1, L 2ot nmg, 4, L,

(® Con |I| denotiamo la lunghezza dellintervallo I.
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sia ¢: {I} — R la funzione definita ponendo

1 sele 9,
-1 sele9,,
0 altrove.

oll) =

/IN

Tale funzione & quasi addittva in senso debole in A. Fissato infatti «>0, sia
D, =D, =[I]. Per ogni D,=[J]e O, si ha

(¢1) 23([, A) l%S(J, Do)~ oD =0<e

mentre la (é;) & banalmente verificata poiché JcI, VJe D, Risulta inoltre
el =2

La ¢ non & perd quasi additiva in senso debole in M =[0, 1/2]. Sia infatti
¢=1/2. Se D,,#D,; e »>0 & fissato arbitrariamente, esiste una divisione
D=[J]e & con &)< tale che

28(«7, M)[1~§S(J’, DsI, M) =1

e pertanto non & verificata la (¢,).
Se Dy, =D, 1, per ogni >0 esiste D,=[J]e &, con la proprieta

EIZS(I, M)|§J;S(J, Do) —oD]=1,

e quindi non & verificata la (¢).

Osservazione II. K immediato provare che i concetti di quast additivita
in senso debole e di debole quasi additivitd in senso debole coincidono se, in
particolare, consideriamo funzioni a valori reali. K allora evidente, tenendo

.....

debole in A pud trasmettersi ai sottoinsiemi di A, pur esistendo finito I'integrale

Tlslh

Supponiamo ora che (A, &) sia uno spazio topologico e che gli insiemi I € {I}
siano compatti e connesst.
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Sussiste il seguente

Lemma L) Sia {Gi}in una successione di insiemi G;e€ &, Gic Gy
VieN, e gm Gi=Go. La funzione ¢ sia fortemente integrabile alla Burkill-
Cesart in ogni G; (i=0, 1, ...) e goda della proprieta (&) in G, In queste
condizions risulta lim [o= [o.

1—>+x G;

Gy

Poiché la ¢ & fortemente integrabile in ogni G;, & possibile determinare
t=1Ue/3, Gy) e t;=1(e/3, Gy) e T in modo che risulti

(2.6) | fo—Slp, G, Dt]]|<§ Vit
Go

@2.7 | fo—Sle, G, Dt][]<§ Vit
G;

Draltra parte, poiché la ¢ ha la proprieta (&) in Gy, esistono t, = t,(c/3, Go) e
t=1</3, Gy) e T tali che, per ogni te T, con t>1, risulti

2.8) 2 s/, Go)[1- 21 s/, Ds, Gollle(D ] <-§~

con Dy =[I]le D,=[J]e .
Essendo inoltre gli insiemi I € {I} compatti e lim G; = Gy, esiste un numero
7. € N tale che

2.9) U IcG, Viza.
IeD,0
IcGy

Fissato ora i=m, sia teT, t>>1, t>>t, t>>te D,=[J]e @.
Risulta intanto

(2.10) ”GM—GMISH(;M—EJ‘,S(J, Go)¢(J)|l+H§S(J, Go)GO(J)—(;M

<||Gf@—§S(J, G0)¢(J)||+“§s(J, Gi);o(J)—GMH“FgS(J, Gol1—s(J, G|l

(") Facciamo osservare che il Lemma I sussiste anche se gli insiemi I € {I} non sono
connessi.
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Poiché dalla (2.8), tenendo presente la (2.9), si ha
(2.11) > 8, Go[1~s(J, GlleDll<%;
J

dalle (2.10), (2.6), (2.7) e (2.11) segue infine

(2.12) | Jo— foll<e Vizn
Go 6

e quindi lim [o= [o.
G Gg

[
Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema IV. Sia {G}in una successione di insiemi di &, a due a due
disgiunti, con Go=\U G, e la funzione ¢ verifichi le ipotesi del Lemma 1.
i=1

In tali condizioni si ha [o= i Jo.
Go

i=1 G;

Poniamo intanto F, = \U G,. Poiché gli insiemi I € {I} sono connessi, per ogni

i=1

sistema finito D,e &, risulta
S(@) Fm Dt)=ES(§D; Gi; Dt)
i=1

da cui , essendo ¢ fortemente integrabile su ogni G;, la funzione ¢ & fortemente
integrabile su ogni F, e si ha

[o=1imS(, F, D)=31lmSe, G, D)= [o.
Fy, i=1

i=1 G;
Poiché risulta inoltre

F,e & F,cF,, YneN e lim F, = Gy
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dal Lemma 1 segue

im3 fo=lim [o= [o.
n,->+=an 80

-t %
e i=1 G;

Osservazione III. Se gli insiemi I € {I} sono compatti, oltre che connessi,
il Corollario 2 di [2] discende dal nostro Teorema I'V. Infatti, in questo contesto,
le ipotesi del citato Corollario assicurano che la ¢ & quast additiva (¢ quindi
fortemente integrabile) in ogni sottoinsieme di G, (cfr. Proposizioni 7 e 1 di [2]).
Dall’Osservazione 1 di [1], segue infine che la ¢ & quasi additiva in senso debole
in G

Osservazione IV. Osserviamo inoltre che il citato Teorema IV e il
Lemma I di qui contengono strettamente rispettivamente il Teorema III e il
Teorema I conseguiti in [5]. Intanto le funzioni da noi qui prese in esame sono a
valori in uno spazio di Banach (e non in R®). D’altra parte, come andremo a
provare, l'integrale che qui studiamo contiene strettamente quello considerato in
[5]. Cominciamo a questo proposito con 'osservare che 'assiomatica in cui si pone
L. Cesari in [4]; e utilizzata in [5] & pil restrittiva di quella alla Warner (adotta-
ta da P. Brandi-A. Salvadori in [2] e qui da noi), nella quale non & necessario
far ricorso a una funzione mesh definita con gli assiomi (d,), (dy), (dy): basta ser-
virsi di un insieme diretto (cfr. qui 2). D’altra parte, & subito visto che, fa-
cendo il raffronto tra i due integrali nella pili stringente assiomatica di cui
in [4]s, Pesistenza dell'integrale di I.. Cesari implica I'esistenza dell’integrale
qui da noi studiato (e, in tal caso, i due integrali coincidono) (cfr. [4],, Teo-
rema (Liii) e [3], pag. 652), mentre non sussiste I'implicazione inversa, come
risulta dal seguente

Esempio II. Sia A=[0, 2] x[0, 2], con la topologia usuale &, e {I} la
famiglia dei rettangoli contenuti in A con i lati paralleli a quelli di A. Sia poi
D= D' v P ove D' ¢ la famiglia delle decomposizioni di A ottenute divi-
dendo per dicotomia due lati consecutivi di A e " la famiglia delle decomposi-
zioni di A costituite dalla decomposizione di A in quattro rettangoli uguali I,, I,
I;, I,e{I} e dalle decomposizioni costituite da I, I3, I, unitamente a una
qualunque decomposizione di I; in rettangoli di {I} non ottenibili per dicotomia.
Definiamo poi la funzione mesh &: D— &(D) = maxkgliam I. E immediato veﬁﬁcare

che la famiglia & e la funzione mesh verificano gli assiomi di [4];.
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Sia ¢: {I}—R la funzione definita da

ml () se I & ottenibile per dicotomia

@(1)=\

0 altrove.

Posto G=1 1, si ha ‘11%1’)_1:10 Sle, G, DI=1, mentre non esiste lintegrale di
L. Cesari (cfr. [4], § 1) poiché si ha

max lim > o) =1 mm lim > o()=0.

AWE-0 fepe Der0  repg

Proviamo infine il seguente

Teorema V. Sia {G;}ien Una successione di insiemi di &, a due a due
disgiunti, e sia Go=\U Gi. La funzione ¢ sia debolmente integrabile alla
i=1
Burkill-Cesari su ogni G; (i=0, 1, ...) e noltre || ¢|| sia quasi additiva in Go. In
tali condizioni st ha

(w)fgo = 2(10)_[@

i=l G

Intanto, dalla Proposizione 8 di [2], si ha che w [pe E** (i=0, 1, ...). Per
G;

ogni z € E*, la funzione (2, o), & per ipotesi, fortemente integrabile in ogni G;
(=0, 1, ...) ed ha inoltre la proprieta (¢») in G,. Dal Teorema IV risulta allora

(2.13) f(z =3 J{z 0

i=1 G;

da cui segue Vze E*

<(w)fg3, Z> - j(z) @) 2 f<z7 §°> = hm Z <(w)f§0, 2) - hm <§=:l(w)f§°7 z>

i=1 G; i=

( mlI indica la misura del rettangolo I.
(®) L’uguaglianza & intesa nel senso che la successione delle somme parziali converge a

w | o in E*¥,
Go
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cioé la successione {Z w [ ¢} converge puntualmente a w [ ¢. Daltra parte,
=1 G; Go

poiché risulta (cfr. Proposizione 10 di [2]) (®)
S nt, %
leo foll*< [ lloll= fllell,
[eX ¢; &

dalla Proposizione 2.4 di [3], segue che la serie i w [ ¢ & convergente in E** a

i=1 G
(w) f o. !
Gy )

Osservazione V. In particolare, supponendo gli insiemi 7 e {I} compatti,
oltre che connessi, la Proposizione 13 di [2] discende dal nostro Teorems V.
Infatti, in questo contesto, le ipotesi della citata Proposizione 13 di [2] assicurano
che la ¢ & quasi additiva debolmente (e quindi debolmente integrabile) su ogni
sottoinsieme di Gy, (cfr. Corollario 1 e Proposizione 2 di [2]).
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Summary

After having extended the concept of «quasi additivity in the weak sense» defined in
[1]s to set functions with values in a Banach space and after having introduced the
concept of «weak quast additivity in the weak sense», the Author provides two existence
theorems for the strong and weak Burkill-Cesari integral (7). Then the conservation of
above mentioned concepts of quast additivity on the subsets of a given space and other
properties of the integral, strong and weak, are studied.







