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SALVATORE ANTONUCCI (¥)

Su una generalizzazione dei grafi T

e sulla regolarita quasi-forte (**)

1 - Introduzione

In due miei recenti lavori [1]; » mi sono occupato dei grafi T(m) e L(m) [2]; qui
introduco dei grafi che naturalmente i generalizzano, studiandone alcune
proprieta.

In 2 ci occuperemo dei grafi T generalizzati e in 3 dei grafi L generalizzati; in 4
poi segnaleremo alcuni problemi aperti relativi agli argomenti trattati.

2 - Grafi T generalizzati

E noto [2] che T(m), m=4, & fortemente regolare di parametri
n=m{m—1)2, a=2(m—2), c=m—2, d=4 (cioé & di ordine n, & regolare di
grado a ed il numero dei vertici adiacenti a due dati vertici & uguale a ¢ se i
vertici sono adiacenti, d in caso contrario).

Introduciamo, allora, la regolaritd quasi-forte: un grafo G & quasi-fortemente
regolare di parametri n, a e ¢ se G & di ordine n, & regolare di grado a ed &
costante (uguale a c) il numero dei vertici adiacenti a due dati vertici, se questi
sono adiacenti.

Diciamo, poi, generalizzando secondo una direzione a mio parere abbastanza
significativa, Tk, h, m) (o, talvolta, genericamente, grafo T generalizzato,
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396 S. ANTONUCCI 2]

includendo questa generalizzazione e altre possibili, delle quali, pero, qui, non
faremo alcun cenno) un grafo avente per vertici i k-sottoinsiemi di un m-insieme
S (detto di partenza), due vertici essendo adiacenti sse la cardinalitd della loro
intersezione ¢ uguale a h O<h<k<m, m=2k)().

Risulta, ovviamente

€Y Tm)=T@2, 1, m).

Un grafo T(k, h, m) non &, in generale, fortemente regolare; si ha, invece, il
seguente

Teorema 1. [ grafi T(k, h, m) sono quasi-fortemente regolari di parame-
tri m, a e ¢ dati dalle formule

_.m _kvm—k
@ n=(.) a=C )0 ;)
A hy, k—h,,m—2k+h
3) C—Z‘o(t)(h——t)z(k—2h+t)

con la convenzione che (Z) =0 se s>1r oppure s<0.

Difatti, un vertice w e adiacente ad un vertice v se ha per elementi & elementi
di v e k— h elementi di S — v; la (2) segue, allora, osservando che o variando la
scelta degli . elementi di v o quella dei k& — & elementi di S — v, si hanno vertici w
distinti, e tenuto conto che & |v|=Fk e |S—v|=m—k.

Siano, poi, v e v’ due vertici adiacenti e sia X = {xy, %», ..., %} I'insieme dei
loro elementi comuni; un vertice w & adiacente ad entrambi se contiene i seguenti
insiemi (disgiunti): (1) un ¢-sottoinsieme di X (¢t=0, 1, ..., &); (@) un (h—1?)-
sottoinsieme di v — X; (3) un (& — f)-sottoinsieme di v' — X; (4) un (k — (2 — t))-
sottoinsieme di S —wvu?’; naturalmente, ¢ deve essere tale che i suddetti
sottoinsiemi esistano e cioé che non si abbia h—{¢>|v—X|=|v'— X| oppure
k—2h+t>|S—vuv|.

() L’ultima limitazione & introdotta solo per escludere casi banali ed & analoga all’altra
m = 4; essa sara tacitamente supposta in seguito, quando non esplicitamente richiamata.
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Da cio segue la (3), la convenzione giustificandosi per la possibilita di
esistenza dei suddetti sottoinsiemi.

Dato, ora, un grafo T(k, h, m), m = 2k, siano v e v' due suoi vertici; indicato
con ¢(M) il complementare, rispetto a S, di un sottoinsieme M di S si ha (de
Morgan)

v =t<ele@) ne@)| =m— 2k +1t

essendo |v U v'| = 2k — ¢, per ogni ¢ tale che 0 <t < k. Da cid segue che due vertici
sono o non sono adiacenti in T(k, k, m) sse iloro complementari sono o non sono
adiacenti in T'(m —k, m — 2k + h, m).

Si ha, pereio, il seguente

Teorema 2. I grafi Tk, h, m)e Tim—k, m—2k+h, m) (m=2k) sono
isomorfi.

11 seguente teorema fornisce una decomposizione delle clique in grafi quasi-
fortemente regolari.

Teorema 3. Ogni clique K(;?:) & decomponibile in k grafi Tk, i, m) con
1=0,1, 2 ..., k—1.

Difatti, indicati, come & d’uso, con V() e S(@) gli insiemi dei vertici e degli
spigoli, rispettivamente, d’un grafo G, si ha

STk, i, m)n STk, 5, m)=0
per i#j, mentre & ovvio che &
VT, i, m)=V(Tk, j, m))

per ogni ¢ e j.
Infine, due vertici di uno qualunque dei grafi Tk, 7, m) sono collegati da uno
spigolo in uno (ed in uno solo) dei suddetti grafi. Il teorema segue.

3 - Grafi L generalizzati

E noto [2] che L(m), m> 1, & fortemente regolare di parametri n=mF,

a=2m~1), c=m—2, d=2.
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Diciamo, ora, generalizzando, grafo L(k, h, m) o, generalmente, grafo L
generalizzato, un grafo avente per vertici gli elementi di S* (S insieme di
partenza di cardinalitd m, m > 1) e per spigoli quelle che uniscono vertici aventi
h coordinate (si intende, dello stesso ordine) uguali.

Si ha, subito

4) L2, 1, m)=L(m) .
Dimostriamo, ora, il seguente

Teorema 4. I grafi L{k, h, m) sono quasi-fortemente regolari di parame-
tri m, a e ¢ datt dalle formule

n=mt  a=("ym-1

®

h k—2h+t

— 1\ — OVk—~3h+
g )= 1) =2

k—h
TSl

h
c=2(
=0
con la convenzione che (Z) =0 se s>7r oppure r<0.

Difatti, la prima delle (5) & ovvia; la seconda segue dall’osservare che un
vertice w ¢ adiacente ad un vertice v se ogni coordinata di w che non sia uguale
alla coordinata di v dello stesso ordine appartiene allinsieme, di cardinalita
m —1, che si ottiene da S togliendo la suddetta coordinata di v.

Se, poi, i due vertici v e v' sono adiacenti, siano 1, %, ..., i, gli ordini delle
loro coordinate uguali e 73, Js, ..., Jz-r quelli delle loro coordinate distinte; un
vertice w & adiacente ad entrambi i vertici v e v’ se:

(i) t delle coordinate di ordine i, 0<<t<h, sono uguali alle corrispondenti
coordinate (uguali) di v e di v, mentre ognuna delle rimanenti £ — ¢ coordinate
di ordine i, appartiene allinsieme, di cardinalityd m — 1, che si ottiene da S
togliendo la corrispondente coordinata di v.

(ii) h—t delle k — & coordinate di orrdine j, sono uguali alle corrispondenti
coordinate di v e altre & — ¢ (di ordine j, diverso da quello delle precedenti) sono
uguali a & —1¢ delle corrispondenti k& — 2k 4+t coordinate rimaste di v’, mentre
ognuna delle rimanenti k — 34 + 2¢ coordinate di ordine j; appartiene all'insieme,
di cardinalitd m —2, che si ottiene da S togliendo le due corrispondenti
coordinate (distinte) dello stesso ordine, rispettivamente di v e di v'.
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Dalle considerazioni precedenti segue la terza delle (5), insieme con la
convenzione sui coefficienti binomiali; il teorema segue.

Il seguente teorema, la cui dimostrazione si ottiene come quella del Teorema 3
fornisce una nuova decomposizione delle clique in grafi quasi-fortemente
regolari.

Teorema 5. Ogni cligue K,» ¢ decomponibile in k grafi L(k, i, m), con
1=0,1, ..., k—1.

4 - Problemi aperti

Per chiudere, segnaliamo i seguenti problemi aperti che mi propongo di
affrontare in lavori successivic

(a;) studiare il gruppo degli automorfismi dei grafi T e L generalizzati,
analogamente a quanto & stato fatto in [1], per i grafi T e L;

(ag) trovare i numeri cromatici (semplici e generalizzati [3], [4]) dei grafiT e L
generalizzati, analogamente a quanto & stato fatto in [1] per i grafi T e L;

(ag) studiare le differenze tra le due decomposizioni di una stessa clique, di cui
ai Teoremi 8 e 5, quando esse siano possibili e significative (per esempio, nel caso
della clique Kj= K(g) = Kg;

(ay) stabilire se esistono decomposizioni di clique in grafi quasi fortemente
regolari diverse da quelle trovate;

(a5) caratterizzare, se esistono (come & probabile), grafi fortemente regolari o
quasi fortemente regolari, di ordini opportuni, distinti dai grafi T e L semplici o
generalizzati degli stessi ordini.
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Summary

We introduce and study T and L generalized graphs and quasi-strongly regular
graphs; after we find out two decompositions of a clique in quasi-strongly regular graphs.
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