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EPIFANIO G. VIRGA (¥)

Un’osservazione sui vincoli anolonomi non perfetti (*%)

Introduzione

Nella Meccanica classica dei sistemi di punti materiali ha un ruolo rilevante
Pipotesi che 1 vincoli siano perfetti: ciog, tali da suscitare reazioni la cui potenza
complessiva & nulla in ogni atto di moto virtuale. In questa ipotesi si deducono le
equazioni pure di moto per i sistemi a vineoli olonomi (equazioni di Lagrange), e
per i sistemi a vincoli anolonomi che dipendono linearmente dalle pseudovelocita
(equazioni di Appell).

Se i vincoli anolonomi non sono lineari, l'ipotesi che siano perfetti non &, in
generale, sufficiente a ricavare le equazioni pure di moto. In questa Nota si
mostra come, per una classe particolare di vincoli anolonomi, una diversa ipotesi
sulla potenza virtuale delle reazioni consenta di pervenire a equazioni pure che
hanno la stessa forma delle equazioni di Appell. Un esempio illustra un’applica-
zione delle nuove equazioni.

1 — Consideriamo un sistema composto da N punti materiali, le cui masse
indichiamo con p; (i=1, ..., N). Denotiamo con x; il posto occupato dal punto -
esimo nello spazio euclideo tridimensionale e con X; la sua velocitd. Supponiamo
che il sistema sia soggetto a vincoli esprimibili nella forma seguente

(1) xi=pi(\11, veay vm) (2) .x':i=vi(v1, ceey Vg Ny weey 'f]n)

(*) Indirizzo: Istituto di Scienza delle Costruzioni, Universitd di Pisa, Via Diotisalvi
2, 1-56100 Pisa.
(**) Ricevuto: 7-1X-1987.
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con p; e v; funzioni di classe C'. Le funzioni p; siano inoltre tali che la matrice

i

3
3N X m: pi“=ap
V,

coordinate lagrangiane; n; (3=1, ..., n) sono parametri accessori, le pseudovelo-
citd. Rinunciamo a considerare funzioni p; e v; dipendenti esplicitamente dal
tempo ¢ solo per semplificare esposizione: i risultati che otterremo valgono
anche per vincoli variabili nel tempo.

I vincoli (1) e (2) suscitano sul punto i-esimo la reazione r;. Nella terminologia
del trattato di Levi-Civita e Amaldi [4] (v. p. 378) r; & detta, pill appropriatamen-
te, forza servomotrice. Come le reazioni vincolari nella dinamica dei sistemi a
vincoli olonomi, anche le forze r; sono incognite; la loro eliminazione dalle
equazioni di moto &, pero, pili ardua in questo contesto. In opportune ipotesi sulla
natura delle forze servomotrici, si perviene ad equazioni pure del moto nei casi:

sia di rango m. I parametri v, (x =1, ..., m) sono le usual

(i) che le funzioni v; dipendano linearmente dalle n,; (ii) che le x; non siano
vincolate, e le v; dipendano soltanto dalle .

Il primo caso & stato trattato nel 1899 da Appell [1]. Supponiamo che

(3) vi(vly eeey Ymy Ny ey 77m)=aiﬁ(vly ceny Vm)'Op

con a; funzioni di classe C?, e che le forze r; abbiano potenza nulla in ogni atto di
moto virtuale

@) Fis@gi=0 per ogni 7 .

Sia f; la forza attiva agente sulla particella i-esima. Le equazioni di moto del
sistema sono

®) poXe =fy+re i=1 ..., N

dove l'indice tra parentesi, anche se ripetuto, non implica somma. Nell'ipotesi
che valga (4), dalle equazioni (5) si deducono (v. p. es. [5], pp. 147-149) le
equaziont di Appell

8 _ -
©) ol
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S, Uenergia delle accelerazioni (o funzione di Appell), & definita da
(7) 8=%‘,U.lx1xl .

E facile riconoscere che § & una funzione di vy g €d 7, quadratica in queste
ultime variabili. ¢, le componenti generalizzate delle forze aittive, sono le
quantita

®) b=Fr-a .
Per la (3) e la (8), la potenza delle forze attive si esprime

) Xy =gy .

Le equazioni di Appell e le condizioni di compatibilitd tra i vincoli (1) e (2)
costituiscono un sistema di m + n equazioni differenziali del primo ordine che,
nelle consuete ipotesi di regolarita, determinano le funzioni t—>v,(t) e ¢ n4(0),
una volta assegnati i valori iniziali v,(0) e w(0) (v. ancora [5], loc. cit.).

Nel caso (ii) il sistema non & soggetto al vincolo (1) ed il vincolo (2) assume la
forma particolare

1o -‘.:i:'bi(ﬂl; ceny nn)

con b; funzioni arbitrarie di classe C'. Per effetto delle (10) Paccelerazione del
punto i-esimo &

(11) x., = b,‘ﬂ T}ﬁ

dove si & posto b¢=§z.
g

Dalle (11) segue che

ox;
12) by=——.
¥ o

Deduciamo da (5) le equazioni pure di moto del sistema, nell’ipotesi che le forze
servomotrici r;, anziché verificare (4), abbiano potenza del secondo ordine
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uguale a zero in ogni atto di moto virtuale

(13) ri-by7=0 per ogni 7.
Se poniamo
(14) =1 by

la potenza del secondo ordine delle forze attive si scrive
(15) £ = 17 -

Da (5), applicando (13), ricaviamo

(16) (i by — 2e) =0  per ogni 7 .

Tenuto conto della definizione di § (v. eq. (7)) e della (12), la (16), per
Parbitrarietd delle 7, da le equazioni

s _

an —=x.
3% X8

Si noti che le equazioni (17) differiscono dalle equazioni di Appell (6) per il diverso
significato meccanico delle grandezze al secondo membro (cfr. le eq. (9) e (15)).

2 — Mostriamo ora una semplice applicazione delle equazioni (17). Consideria-
mo nel campo di gravitd il moto di un punto materiale di massa u, soggetto al
vincolo

18) X-X=1"

con v una costante positiva assegnata. In un riferimento cartesiano ortogonale di
versori e;, e €3, la (18) ha la seguente rappresentazione parametrica

19 X-e;=vgind cosg X-e;=vsind sing X-e3=vcosd
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dove 4€[0, =] e [0, 2a[. Le (19) sono della forma (10), con m=2, n=4=,
72=¢. Un semplice calcolo conduce a

20) $= % w2 + sin?9g?) .

Da (19); segue che la potenza del secondo ordine della forza attiva f= — uge;
& f-%=ugv sindd, cosi che, per (15), si ha 1 =pgv sind e y2=0. Le equazioni
(17) si serivono

@1 3 =% sin g sin*dg =0 .

Se per =0 poniamo #(0) =4, ¢(0) =g, ed escludiamo i casi banali 9=0 e
do ==, Pintegrale di (21) &

(22) (1) = 2 arctg(tg i—oe”"”) o) =g, .

Assegnata la posizione iniziale del punto, da (22) e (19) si ricava la traiettoria. Per
(22),, essa & piana; ha un asintoto verticale quando {— + o, perché ’131511 I(t) ==

Indicata con r la forza servomotrice agente sul punto, & semplice verificare
che r-x = —f-x#0. Dunque il vincolo (18) non & perfetto, perché, in particolare,
la potenza di r non & nulla nell’atto di moto effettivo. '

3~ Tra i casi (i) e (ii) si colloca quello studiato recentemente da Benenti [2] (v.
anche [3], Oss. (g)). Il sistema che egli considera & soggetto al vineolo 1); le
coordinate e le velocita lagrangiane sono ulteriormente vincolate dalle equazioni

(23) A1y vy Vg iy eeny ) =0 =1, ., p

con 2; funzioni di classe C', omogenee di grado qualunque nelle variabili v, e tali

OA;
che la matrice: A, = a—i abbia rango m. Benenti prova che le equazioni di moto
vd
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(6) hanno soluzione, nell'ipotesi che la potenza delle-forze servomotrici r; sia nulla
nell’atto di moto effettivo del sistema, anziché in ogni atto di moto virtuale.
Percid egli chiama questi vineoli perfettibili, anziché perfetti. Si noti che il
vincolo (18) dell’esempio precedente non & né perfetto né perfettibile.

L’Autore ¢ grato a G. Capriz e a S. Benenti per alcune utili conversazioni
sull’argomento di questa Nota.
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Summary

This paper is concerned with systems of mass-points subject to anholonmomic
constraints whose reactive forces may do work in a virtual displacement. For a special
class of such constraints, the differential equations which determine the motion of the
system, independently of the reactive forces, are deduced.
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