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ADELINA TARSI SANTOLINI (¥)

Regolarita Lipschitziana nelle variabili spaziali
per la soluzione di una disequazione variazionale quasi-lineare

di tipo parabolico (*%)

Introduzione

Nel presente lavoro consideriamo una disequazione quasi-lineare di tipo
parabolico, con condizioni del tipo di Signorini e con ostacolo {(x, ) appartenente
a £=(07'T, H-~(Q)); dimostreremo l'esistenza di una soluzione u(x, t) apparte-
nente anch’essa a #£=(07'T, H>*(Q)).

Precisamente, sia Q un aperto limitato di frontiera regolé,re I' ed indichiamo
con @Qr e Iy rispettivamente gli insiemi

Q=0 x0T Sp=T x0T .

Assegnate poi le funzioni aylx, t)e £=0T, H“*(Q)), simmetriche e
soddisfacenti alla condizione

N

(1) Zijaij(:)c, t) 515];\‘!5[2 v>0 q.o. in QT

1
introduciamo operatore A(f): HNQ)— (HYQ))

- du v "
(2) <A(t) U, ’U) = f zij (L,-j(x, t)'_ —dxdt Vu, veH (.Q) .
2 1 ox; 890]-

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica del Politecnico, Piazza L. da Vinci 32,
1-20133 Milano.
(**) Lavoro eseguito nel’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 26-I-1987.
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Sia infine assegnata la funzione H(x, t, u, p), definita in Qrx B X RN,
misurabile in (x, {) V(u, p) e continua in (u, p) per quasi tutti gli (z, ) e @y
‘Soddisfacente allipotesi

®) H, t, u, p)|<KQA+|pP™ «>0 Vu<C

dove le costanti K ed « possono eventualmente dipendere da C.
Possiamo allora considerare la disequazione variazionale

“@) fz (A®u, v—u)dt+ ftz J{v+H, t, u, Yu)} w—w)dxdt

=5 [ ([, &) - ule, 6P~ b, t) -, L) do
ux, 0)=wuy(x) ue K Yo e K*n Wi Q)

dove wuy(w)e H"*(Q) e K* & il convesso K'={ve FHOTT, HYQ) n £=(Qp);
v=<¢ q.0. in Qr} e Y(x, t) & una funzione appartenente allo spazio _£=(0"'T,
H-=(Q)).

Un problema simile al nostro & stato studiato da M. Biroli e U. Mosco nel caso
ellittico (cfr. [2]); a tale lavoro, ed ai lavori di J. Frehse (cfr. [3]) e di B. Hanouzet
e J. L. Joly (cfr. [5]), faremo riferimento, per quanto riguarda la linea del
procedimento e le notazioni.

1 - Indichiamo rispettivamente con V e V, gli spazi
V=W'Qnn £(Qr) Vo= 20T, HYQ)nV

e siano rispettivamente V* e Vi i loro duali d’ordine, V¥ e (Vy)¥ I'insieme dei
vettori non negativi in V* e Vi e sia infine o: V' — V} la trasposta dell'iniezione di
Voin V.

Posto 0% = {fe (V)i IF e V¥ tale che oF =f} ,

possiamo definire (cfr. [5]) Vf* € 6" una estensione minimale positiva e continua
zf*, nel modo seguente

(xf*, vV)yv=sup (f*, uy,y, W0eV v=0.

ueVy
O=susy
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Posto infine §=0-—6" e VYfe 0, =f ==f* —af", indichiamo con =4 il sottospa-
zio di V§ cosl costruito.

Si possono dimostrare, seguendo ragionamenti del tutto analoghi a quelli
seguiti in [2] e [5], che sono verificate le seguenti Proprieta:

1) Vi—6++0.

(2) ¢ & un omeomorfismo di Riesz di V* in 0 e of'* = (oF)* VF e V*, oV*=0.

B8) = & un omeomorfismo di Riesz in V¥ e crl=0.

(4) 6 & una striscia in V*, cioé (a) Vfe 6, G € V* con |G| < |f| = G € =6; (b) =0
contiene l'estremo superiore di ogni suo sottoinsieme limitato in V*.

(5) V¥=z0 DL, (H™%Z) n £=(2))*, dove i, & il trasposto dell'operatore di
traccia 7,.

Introduciamo ora I'operatore £(t): H'(Q)— H (), formalmente seritto nel
modo seguente

£t = 25‘33- @y, O 5%) .

Evidentemente _£(t) coincide con la restrizione di A(¢) allo spazio Hi(Q).
Possiamo allora definire gli operatori E e E

T T
(Bu, v)yv= [ (A®u, v)dt+ [ [uvdedt
0 0 Q

(6) T T
(Bu, v)y,v,=— [ {£Ou, v)dt+ [ [uvdadt.

Evidentemente E coincide con la restrizione di E allo spazio V.
Dimostreremo ora il seguente

Lemma 1. Sic ueV, EueV* allora esiste wuna ed wunae sola
éu € (H2UD)) N L=E)N)* tale che si abbia

) | Bu=FBu+t,4,.
Se poi Eue £AQp), allora

® $u= Yo U
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dove y,u & la consueta dertvata conormale di u, definita nel modo seguente

_ M ou ___aﬂ
7a“—§1:u%(x, t) o5 cos(vx;) = 3, "

Dim. Poiché risulta cEu=FEu, =Eue 70, si ottiene Eu=rxEu+ (Eu

- rch), dove Eu — zEu & linsieme degli elementi di V* che si annullano in V, e
pertanto appartengono a (z6)*. Dalla Proprieta 5 si ricava allora

Eu—-nBu=1t,¢, con ¢,eH2E) N LE)* .
Di qui segue
€) (Bu, v) ={=Bu, v) + (¢, 1ov) ;

se poi Bue £XQy), risulta

; ’ S Su
(nEu, v>V:,v~0f gf {ut—zlij—a;;(aij(m, t)?,cj—)}vdwdt
di qui e dalle (9), segue la (8).
Possiamo ora dimostrare il seguente

Lemma 2. Supponiamo che lVostacolo y(z, t) appartenga allo spazio
W2l Qr) e che soddisfi alla seguente ipotesi

v, € HOT'T, (HY(Q))) w,eK?,
allora ogni soluzione w(x, t) della disequazione (4) verifica le disuguaglionze
(10) ~K=<OA@ES+HC, -, ¢, VW) SEu+H(, -, u, Vu)=<0

an OAYd<y,u=<0 in (H2E) A LoE)* .

Dim. Con gli stessi ragionamenti seguiti in [7], si pud dimostrare che
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u(x, t) soddisfa la disuguaglianza
—K<O0ANEY+HC, -, ¢ WI<Eu+H(, -, u, V) <0 .
Poiché Eu e _£AQr), scomponendo quest'ultima disuguaglianza in z0 e (=6)*,
usando il Lemma 1, otteniamo la (10) e la (11).
2 — Supponiamo dapprima che H(x, t, u, p) soddisfi alla seguente condizione

(12) ]H(xy t: U, p)—H(ﬂ?, t’ v, q)lSKC{’u_vl—*—lp_qi}
Ylul, v, Ipl, lgl=C.

Vm, definiamo poi le funzioni regolarizzate ()

t+Um  xy+lim Zy+lm

a%l(x’ t) = f f ves _[ aij(E, 7) “m(t - T) am(ml - gl) am(mN - E.N) dé dv -

t—-lim  x2—lUm xy—1lm

+lm  zy+lm ay+lim

Hyx, t,u,p)= [ [ . [ HG =, 4, pont—v)on(@ —E)an(y— &) dEdr
t=Um  x—1lim ar—-1m
Hlm 2 +lim zy+im
‘pm(my 0= f f eee J Sb(gy ) ot — 7) am(xl - El) ves O57’)7,(a’/.N - EN) déde
t-Um  xp—lm ay—bm
21+1m xy+lm
u()m(x) = f .- f uO(E) (g — El) oo (N — &) dé ’
x—lim zy—-1m

tali funzioni soddisfano, Vm, alle condizioni:

N
13) Zij CLZ‘LEI'EJ' ZV[EIZ v>0.

1

(14) laZ(z, <A |Valx, D] =A.

() Le funzioni regolarizzanti «,(x, t) sono definite nel modo consueto a,(f) = ma(mi),
1

dove alf)eC*[R), a(—t)=al®), suppal®)c—1"1, [a@dt=1. Inoltre le funzioni

-1
a(x, t) sono prolungate al di fuori di @ ponendo ay(x, t) = vdy.
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(15) |Hox, &, u, p)|<KQA+pfF™ «>0 |u|=C.

(16) \H o, t, 4, p)~Hul, t, v, | <Ef|lu—v|+|p—q|}.
Vlul, 1], Ipl, lg|=C.

an (e, O] + |V, )]+ [ugmlz, D <M.
Poniamo infine Vm
I se ]c] =m

m se e>m
- m se o< —Mm

() =

/IN

an(p) = {TM(p'L>} Vp ERN Hm(x: tr 'M:, p) =Hm(x: t; Tm(u); wm(p)) .

Sotto tali ipotesi, le disequazioni

f (A @) Uy ¥~ Uy ) A+ f J' {—— + H(, t, U, D) w— Up)} dzdt=0

(8
U, 0) = Ugm(@) U, € K¥™ Vv e K™

ammettono una soluzione u,(x, f) appartenente a CY(Qy) e dotata di derivate
seconde rispetto a w;, w;, appartenenti a £%Qq) (cfr. [10]).

Dimostreremo ora il seguente

Lemma 3. Supponendo wverificate le ipotesi (13)...(17) e supponendo
tnoltre che esista una funzione &(x, t) continua con tutte le derivate prime e con
le derivate seconde vispetto a x;, x; soddisfacente alla condizione

N

@, ~ lea (al,(x t) )+H(x t, &, DP)<s<0

(19)
D, 0)<uy(w)+o Oz, <z, ) +ao

le soluzioni u,(x, t) sono equilimitate in £=(Qp) n LT, HY(Q)).
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Dim. Effettuando nella (18) il cambiamento di incognita wu,(x, 1)
= e, (x, t) e scegliendo v=1u, + (& — 1), e, dove & =e @, si ottiene

aa”l
at

+ Ay B+ Ay T + €7 H (2, t, @iy, € Dity), (@ —y)1) =0 .

20)

Per la (12), e quindi pet la (16), si puo scegliere opportunamente la costante
Am >0 in modo tale che I'operatore

Bop=Ap+ g +eH,
sia uniformemente monotono, cioé
(emVi— Buvs, 01— v9) =8|v1— 0|y ey >0
inoltre, almeno per m abbastanza grande, dalla prima delle (19) si deduce

(22 . B.6, (@ —am)<0.

Dalla (20) si ricava allora

a(é - /&/m)

(T3 @=0)s) +{Bn® = Butin), (@)

da cui segue (poiché, almeno per m abbastanza grande u,,(x)= &(x, 0))
“ (é - 7:?'m)-i- “XZ(OHT, HY@Q) = O

ciod i, (x, t)?sﬁ(x, t) e quindi u,(z, ?)=d(x, 1).

Poiché inoltre w,(x, t)<d,(x, t), per la (17) possiamo affermare che le
Un(, t) sono equilimitate in _£=(Qr). Di qui, dalla (15) e dalla (18) segue anche
che le un(x, t) sono equilimitate in £X0™'T, HYQ)).

3 — Supponiamo ora che la frontiera I’ dellinsieme Q sia cosi regolare da
verificare la seguente condizione

(o) comunque si scelga @, € I', esiste un intorno V dello spazio RY, tale che
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V' nI' si possa rappresentare, per almeno un indice 7, nella forma
a:.;=h(931, Loy weey Licyy Ligly weey CL'N)

con & funzione holderiana insieme con le sue derivate prime e seconde.
Dato poi un punto (x, %) € @r, consideriamo (cfr. [1]) la funzione di Green
G(wy, 1y, z, 1) relativa all’operatore aggiunto di E, soluzione dell’equazione

2 Y n0G v _ 1 .
@D f f {Gv,+ Zij aff == =—}dadt = v(x,, to) Vv e C(Qn) ;

4y o 1 ax.; axj
tale funzione, non negativa ed uguale a zero se ¢> 1, appartiene allo spazio
ZTONT, HyP (@) con Up+1/p' =1, Ug+1/g' =1, Ni2Zp +1/g <1/2, e soddi-
sfa alle limitazioni '

G(wo, tO: x, t) < C[t - tOI-N/Z e—v([x—xolzl(&)—‘t)) t< tO
(22)
” G(x07 tO; z, t) ”fq'(OHT, HYP (@) =C

dove C e o sono costanti che non dipendono da m e da (%, f,) ma solamente da T,
Q, ¢, p, v, lasll =en-

Se poi (o, ) €Zr, non & restrittivo supporre che esista un intorno V di
(2o, To) tale che VNI appartenga al piano Xy = 0. Infatti, per la proprieta («)
della frontiera I', basta operare il cambiamento di variabile (efr. [8])

(23) 90}(=xK (K=1, ciay N—‘l) 37)’\]=xN—h(x1, L2y eeny mN—-l)

dove per semplicitd abbiamo supposto i=N. L’operatore A,(f) si trasforma
nell'operatore Af(f) i cui coefficienti possono essere facilmente espressi in
funzione di aff, h, Oh/Ow.

Prolungando allora per simmetria i coefficienti di A#%(f), si pud ancora
considerare la funzione di Green relativa al punto (w,, %) €27, che soddisfa
ancora alle limitazioni (22), dove C e ¢ non dipendono da m e (z,, %), poiché
insieme Q ¢ limitato e I pud quindi essere ricoperta con un numero finito di tali
intorni VI

Fatte tali premesse, possiamo ora dimostrare il seguente

Lemma 4. Supponendo valide le ipotesi (13), ... (A7), (19) e la condizione
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(), scelto ad arbitrio un punto (g, t,) € Qr (t,#0), ed indicata con B, la sfera
|xi—:coll =7, la soluzione w,(x, t) della disequazione (18), soddisfa VYm alla
disuguaglianza

(24) f [ V2u,,Gdedt<K

10—-r Byng

dove K & una costante indipendente da m, r, x;, .

Dim. Secelto (xy, %) € @r, sia w(x, 1) =n{l)¢(x), con »{t) e &(x) soddisfacenti
alla condizione 0=y5=1, 0=¢=1 ed a supporto compatto rispettivamente in
ty—2r% T+ 22 e By, n)=1in t,—1* T+1%, &@)=1 in B, e tali che

1 | P _1

wol=s,  Ivils

Poniamo poi, nella (18), v(x, ) =u,(x, 1) — 2GUL +u,(x, ), dove A & un
numero opportunamente grande da scegliersi nel seguito e L ¢ un numero
indipendente da m, soddisfacente alla condizione L > Sup|(u,(z, t)|. Otteniamo
allora

(L +u, )"t (L + )
Mo Tms _
L JeGE - [ et

N Oty OU
’l?l nm ,,.2 =1
f f 22_7 1 a aw] G(L + ’M,m) dedi

(0—‘71 By 1

N
+ f I 3an i)u’” g G(L + u,,) dz dt

t9-2"° By, 1

* f 20 5 o, Tl

th— —2% By, 1

N L+ 2+1
n OG a[ o, (L + ) ]dxdt

o X 3G LA w92
- f le] - 5 11

@y ——dadt
g~ 21 By, 1 4 alc A+ ]. axi @

+ f JA(, t, Uy, Du,)>GL+u,yYdedt<0.

tg-2* Boy
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Dalle (13), (15), (21) ed usando le formule di Green, si ricava

T t o1
f [ VP, 2GIL + u,) P dae dt + L+ w0, b))

10 2% By, A+1

ot (LA u) o m 972
<< — m
——10~zf»-2 BJG ST o 2(0‘{{ BJ;ZEI:U s a o, = G(L + u,,)" de dt

fo N aCLZz G(L + ’LL,,,) Zag at d m G(L + /u'm))--i— ! 82"2

"’0‘:’];2 32{2131] a{l,] A+1 8 d dt B to— é[ B> LVEI:U A1 aa)ﬁx] J:L dt
+K f V=, 2 G + u,,) de dt .

tg-2% By,

Dalla (14) ed usando la formula di Young, si ottiene

(A—2LAe; —2LK) [ [ VP12 G(L +u,y ™ dedt
ty—2r" Bay
oF V1 tg=1%
LT fG——-d dt+§4(zz,> f sz,  dvat
A+1 =22 By, 19~2° Bo,—B, 1
o7, A+1 iy 2L PA S to
D) [ GZz a“ {do dt+A( ) [ szul ]dxdt
A+1 t9-2 By~ B, +1 ty=2r% By, f
+ KL f [ZGdadt .
to— 27 By,
Per le (22) e poiché risulta
| 21 ]ths_l_ | Sk <l
72 ox;' 7 Ow; 0x; 12

segue

(vx —2LAe; — 2LK) f VP, 2GIL +u,) tdedt < L*

to—“) Bay.

dove L* non dipende da m, » e da (x,, ty).
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Scegliendo poi L cosi grande che L+wu,=1 e X cosi grande che
vl — 2LAe; — 2LK >0, si ottiene infine la (24).

Se poi (&g, &) € Xy, effettuando il cambiamento di variabile (23) e consideran-
do Toperatore Af(t), con ragionamenti del tutto analoghi, si giunge ancora a
dimostrare la (24).

4 — Sfruttando i Lemmi 3 e 4, possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema 1. Supponendo wvalide le ipotesi (x), (1), (3), (12), (19), la
disequazione (4) ammette una soluzione wu(x, t) appartenente o =077,
H5=(0)).

Dim. Indichiamo con L,, il massimo di |[Vu,,|, con P,, = (2,, t,) un punto in
cui (Vu,,) assume tale valore massimo e con Py = (x,, ;) un punto di accumulazio-
ne di {P,.}.

Supponiamo dapprima che (x,, ) sia interno a Qg; in tal caso vogliamo
dimostrare che risulta

(25) Vil <K+ in @y

dove K* & una costante indipendente da m.
Se per assurdo supponiamo che si abbia

(26) Sup L, =

esisteranno due sottosuccessioni, che chiameremo per semplicita ancora con lo
stesso nome, tali da verificare le condizioni

(27) }}_IE Lm = 4 o0 (28) %}E ‘Pm - POI =0.

Dalla (28) segue allora che, almeno per m abbastanza grande, aﬁche P,e
interno a Q.
Poniamo poi

_olx+he, 1) - o, 1)

D}o(z, t) 7
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dove ¢, & il versore dellasse w3, e sostitulamo nella (18) (efr. [3])
(&, t)=uylx, t)+ Dt [P GWDEu,, — M).], dove ¢ & un numero sufficientemente
piccolo, M >|d(@, t)|u=gy @, ) =7 ¢@) soddisfacenti alla condizione
0<=yn=<1, 0=<¢=1 ed a supporto compatto rispettivamente in t,, — % "¢, + 12 e
in B, = {|o;— x| =7}, n(®=11n ¢, — ¥2)" ', +1%2, ¢(x)=1in B, e tali che
@I =112, |Vl =1r, G=G@,y, tn, x, ). Avremo allora

b

f .f A um['m2 G(Dk Um — M)-‘-] dx dit

tm—r B,

Im N

+ [ ] ZyD§é<a"‘(r £)

Uy,

tm—-r By

)—%[rzawzum—Mm dw dt
7

tm _
J JHu(, t, tw, Du,)Di"<*G(Diw, — M), ]dedt<0 .

tp~r" B,

Dalla (21) e passando al limite per h— 0, si ricava

% (max Dk um)z J f G(Dk U — )2 a - d’l'/' dt

lm—r B,

N

+ f f szDkaZlD umD['—zG(Dkum—M)+}d7;dt

tm—r B,

tm

+ f IZU%DDkumG (Dkum M), da dt

tm"rz By

N

+ f le]al]D DkumD(Dkum M)+72Gd£Udt

tm—r B,

1 tn N .
Y f f E‘U Y SG g (Dk m M)E— dx dt
,,,—r B,

[\')

[ [ Hu@, £, ti D) Dl GDy iy — M), ] des dt < M2 .

tu-1" B,
Indicando con Ly, il valore di |Dju,,| nel punto P,, e ponendo

/ DDkum s€ Dkum>M

DDyt =
I k,u/ l+ \

0 se Dyu,, =M
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dalla (13) ed usando la diseguaglianza di Young e la formula di Green, si ottiene

%L%m+/ f f~2G}DDA7LL,,1|2dq,dt<-2%5 [ 16Vou, dodt
1’ 7 t-r B,
+L f [ GV, dedt + LI2, f [2VGdudt

tm—l B, tm—r B,

%(1 + j_) [ [GVu,dwdt+2:L [ [GIDD,u,p dedt

tﬂl_r B?‘ l"l—r. BT

oo
——G=—(Dyu,, — M2 da dt

-1 [ Syape S S Dyt~ DO v
t—r B,

iy

f f ZU a} GH(Dy Uy, — M) D; Dy, A dt

tp~r" B, 1

+ f JH, (2, t, u,, Dum) G(Dkum M), dzdt

tm“" By

+ f fH771(x t U,y Du )J__(Dkum M)+dﬂ'/'dt

l—-r B,

+ f anL(x t um, Dum) 72 GDk(Dk um M)+ dx dt + K]_

t——r B,

Per la (15) ed il Lemma 4, si ricava

L e & (v —3L—Ke) f [ 2G|DD, w3 du dt
tm."r B,
K 3 l _1_ —_ K 1—=a
272+KL<2T . wz+272>+1< Lk

+ KL, (1 + L2 j J VG| dwdt + LL2, f (VG| de dt

L—r B, lm—r B,

+E f2 fG|Vum[dxdt+f§ f F A+ Va2 2 G dudt + K, .

T t-? B, tm—1" B,
n
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Scegliendo ¢ cosi piceolo che v — 3L — Ke >0, dalla seconda delle (22) (dove si
& scelto p = ¢), usando la formula di Schwarz, si ricava

- Jmo
(29) %Lzm =K;+ é(i + —IS?E + Kﬁ%ﬁ— + I{CLM(L%;‘“ +1) pN+2p
R 72 R

+CLL; 2™ + KK

dove p & un numero da scegliersi nel seguito, tale che (V +2)/p<1. Poiché
(g, %) & interno a Qg e (x,, t,.)— (¥, %), almeno per m abbastanza grande,
possiamo scegliere Pintorno t,—7* ¢,+1*XB,, interno a Qp, di raggio
r=L702) 0<s<1, dato che t,— .

Avremo allora

1

2 ap/(N+2 25p/I(N+2 1—at+ep/(N+2
ZLmSK3+I{4Ln]Z( * )+K5Ln;p( * )+K6Lm =topll )

+ KCLL*(1+ L) + CLL% " + KKL**

donde Tassurdo, per 1a (26), se scegliamo ¢ <(NV + 2)/p e (N + 2)/p cosi vicino a 1
che «>1—o. La (25) & pertanto dimostrata.

Per la (25) ed il Lemma 3 possiamo affermare che dalla successione {u,(x, ©)}
si pud estrarre una sottosuccessione (che chiameremo per semplicitd ancora con
lo stesso nome) convergente q.o. in Qp (cfr. [6]) verso una funzione w(x, ?)
soluzione della (4) ed appartenente evidentemente a =0T, H“*(Q)). Se
invece (x,, t,) € Xp, ricordando la proprieta («) della frontiera di Q, indichiamo con
V lintorno di (x, t,) tale che VI si possa rappresentare nella forma
Ty = h(xy, %o, ..., Ty-1) (avendo supposto per semplicita +=N). Effettuando
allora il cambiamento di variabile (23) e considerando gli operatori A%(f) ottenuti
prolungando per simmetria, possiamo osservare che non é restrittivo supporre
(effettuando eventualmente un ulteriore cambiamento sulle prime N ~ 1 variabi-

3 MM N : : ?__7'_‘_72_ %
i) af*=0 1N e quindi - Bay
Con ragionamenti del tutto analoghi a quelli seguiti per giungere alla (25), si

pud ancora dimostrare che

[ Sty

<K i=1,2, .., N—1.
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Poiché la successione {u,(x, )} & limitata in 2*(Qr) N LHOHT, HY(Q)) si
puo estrarre una sottosuccessione convergente debolmente in 22077, HY(Q))
verso una soluzione u(z, t) della (4) che soddisfa evidentemente alla condizione

Inoltre, per le disuguaglianze di dualita del Lemma 2, risulta

i U,

=K, su ¥
8 T
aml\r |

e quindi, con calcoli analoghi ai precedenti, si pud mostrare che |Vu,|< K.
Essendo lim Vu,, = Vu in LXQy) debole, si avra anche [Vu|<K,.

Osserviamo infine che lipotesi suppletiva (12) pud essere facilmente elimina-
ta. Possiamo infatti dimostrare il seguente

Teorema 2. Supponendo valide le ipotesi (), (1), (8), (19), la disequazione
(4) ammette una soluzione ulx, ) e =0T, H-=(Q)).

Dim. Esiste una successione H,(x, t, u, p) tale che
(30) |H,(x, t, u, p|<K(1+p* Vu|<L

(31) |H,(x, ¢, u, p)—Hyz, t, v, Q| <K, {Ju—v|+|p—q|}
Vlul, [v], Ipl, ldl=C

(32) g_{an(x, t, u, p)=H(x, t, u, p)

g.0. in Qr ed uniformemente in ogni insieme limitato di RY*!.
Introduciamo allora le disequazioni variazionali

(83) f2 (A %y, v—w, ) dt+ | i [ {vi+ Hy(x, t, w,, Du,)} @ —u,)dedt

n oa

>

f {[’U(fc, t2) - ’u'n(xy tZ)]2 - ['U(CU, tl) - un(xy tl)]2 dﬂ?

B [ =

u(x, 0) =2 u, €K Yve K*n Wi Qp
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e dimostriamo che le soluzioni u,(x, t) soddisfano alle limitazioni
(34) é(x, D =uylx, )=, ) (35) [Va,(z, D) <K*

dove K* & una costante indipendente da n.
Allo scopo consideriamo le disequazioni, analoghe alle (18),

(36) 5 A oy ¥ — )

+ f f {% + Hmn(x t WUsnns Dumn)} (/U - umn) dedt=0

U, 0) = Ugp () U € K" YV € Ko

ed osserviamo che, fissato n, almeno per m abbastanza grande, risulta per la (19)

o, t
Z‘L]a gz’ ))-{_I:Im'n('U t, ?('v t) D¢(’U t))<0

ripetendo allora i ragionamenti seguiti nella dimostrazione del Lemma 1, si
giunge ancora a dimostrare la relazione

¢($U, t) = u’mn(w, t) = Sbm(m; t)

e quindi la (34).
Per dimostrare la (35), basta osservare che nella maggiorazione (19) la
-costante K* non dipende dalla costante K. che compare nella (12).
Considerando allora la successione {u,(x, £)} possiamo affermare che esiste
una sottosuccessione (che chiameremo per semplicita ancora con lo stesso nome)
convergente q.o. in @y verso una funzione u(x, t), soluzione della (4) ed
appartenente a _£=(0'"'T, H*(Q)).
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