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M. KONSTANTINIDOU and K. SERAFIMIDIS (¥)

Sur les filets des hypergroupes canoniques

strictement réticulés (**)

Dans un hypergroupe canonique réticulé H (H.R.)(") on définit entre les
éléments de H* (?) une relation 92 come suit

a=bmod R)<={aANx=0«=bAx=0}

quels que soient a, b, xe H".

On démontre facilement que 9% est une relation d’équivalence dont les classes
sont appelées filets de H, et on note H*/ % = & et pour tout a € H, @ la classe
de H pour la relation &% contenante a.

L’ensemble & peut étre ordonné par la relation = comme suit

)} izbe{aNz=0=>bAx=0}.
Il est évident que

@ a, beH* et a=b=a=b.

(*) Indirizzo degli AA.: Ecole Polytéchnique de 'Université Aristote de Thessaloni-
ki, Département des Sciences Physiques et Mathématiques, GR-54006 Thessaloniki.
(**) Ricevuto: 19-V-1986.
() On appelle hypergroupe canonique réticulé (H.R.) une structure H, +,<,V,N\)
qui vérifie les axiomes suivants:
(i) La structure (H, +) est un hypergroupe canonique [4], [5]. (i) (H, V, N\) est
un treillis. (iii) Pour tout @, y € H la somme «+y est un intervalle fermé de H. (iv)
@Vy+ax@@+a)Vy+a) (V) @AP+ac@+a)ANy+a) Vo, y, aeH.
Si les deux derniers axiomes sont vérifiés pour I'égalité seulement, on dit alors que
Ton a un hypergroupe canonique strictement réticulé (H..S.R.).
® H*={zxeH:x=0}, H ={wveH:x<0}, H"= {x e H:al0} (ou ally signifie que
x et y ne sont pas comparables). -
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Remarques 1. (a) Le plus petit élément de & est le 0, composé du seul
élément 0.

(b) Si pour un élément a € H* la relazione a Az =0 est vérifiée seulement
pour « = 0, alors pour tout a’ € g la relation a' Ay =0 est vérifiée seulement si
y=0.

(c) Dans le cas ot H est totalement ordonné les filets de H sont le 0 et H*.

(d) Si on note Qe={reH":aAx=0} ona que pour tout a’ € d et tout rel,
sont étrangers entre eux.

Proposition 1. Si a, be H*, alors
0 e=hR)=C=C, @ a=beCocg,

(i) Vxegazdgkg o8 (v) VeeQ,=>ac(, V) CaACrC Qans -

Dém. () Evident. (i) Si a’'ed et o’ Ax= 0, c'est-a-dire xe Q. alors
bAx=0, donc ze Qb- (iiiy Si ¢’ ed et xe ga, alors aAx=0, cest-a-dire
rTeEQ,C U Qw (iv) Pour un élément x' e, oil mega, on a x’Aa=0, car

IEX«:

xAa=0. Done z' ega. (v) En effet, si xega, Y€ gb, alorsa Ax=0,bAy=0,
d’ou I'on obtient la relation (@ Am)ABGAy)=@Ab) A A y) =0 et par consé-
quent x Aye ga/\b-

Soit H un H,.S.R.

Proposition 2. Les filets de H sont des sous-demi-hypergroupes et des
sous-treillis convexes de H™.

Dém. En effet, si ay, a,ed, alors les relations aNe=0 et a,Ax=0
entrainent [6] (a;+a)Ax=0, (@;Vax)) Aw=0, et il est évident que (a; A\ a,)
A =0. Si maintenant o', a’ed et xeH* tel que o’ Sz < a’, on a aussi
as&=<d’, donc a'=ad"=% et par conséquent x € d.

Proposition 8. Dans un H.S.R. H la relation SB est normale ®).

() Soient H un hypergroupoide et % une relation d’équivalence dans H. La relation
S s'appelle normale si, C(x) signifiant la classe (mod 7) de H & laquelle appartient
Pélément x, pour tout z, y, &', y'eH tels que #'eC(x), y' eC(y), on a Clx)Cly)
c U C@") [6].

z'ex'y’




[3] SUR LES FILETS DES HYPERGROUPES CANONIQUES... 69

Dém. En effet, on sait que si a, be H*, alors a+b= U « +b'. Mais

(o', B)edaxb

puisque a’, b’ =0 et comme H est un H.S.R., on aura(*) a' +b'>{a’, b’} =0
[6]. Si done un £ea’+b' quelconque, pour tout xe(: on a {Ax=0, alors
a' Ax =0 et par conséquent (¢’ +b") Ax =0 [7]. Donc, et selon la relation (1) on
a E=7' pour tout 4 ea’ + b', et d’aprés ce qui précede £=7'. Ainsi, il en résulte
que o’ + b’ cZ Si maintenant ¢’ €d, b” € b pour tout x e Qe onaa"Ax=0et
b Ax=0alors (¢"+ ") A x =0, d’oll de méme par la relation (1) &= 7" pour tout
n"ea’+b" et visiblement on a Z=7". Ainsi a"+0"cf Par conséquent

U (@ +b)cE donca+bcéetlarelation R est en effet normale dans H*.

@', byedxb

Ainsi on a la proposition
Proposition 4. L'ensemble &F =H*/R muni par Uhyperopération
a+b={we F:wea'+V'; (&, b')édxlB}
est un demi-groupe commatatif avec élément neutre la classe 0.
(Car d’aprés les précédents, hyperopération est une opération).

Proposition 5. Si H en tant que treillis satisfait & la condition de chaine
ascendante, alors tout filel contient un élément maximum.

Dém. En effet, si a,, a,ed, alors a, V az € @ (Proposition 2) et pour tout x
fini, si ay, @y, ..., z€d on a a;VaxV...Va,ed Par conséquent, puisque H
satisfait & la condition de chaine ascendante, alors [1] il existe m fini tel que

m
V a;=V a;ed done V g; est I'élément maximum de d.

i=1 ajed ajed

Proposition 6. Pour tout a, be T il existe le sup(a, b) et on a

sup(@, b=a+b=aVb.

(%) Si A et B sont deux sous-ensembles d'un ensemble ordonné, A <B (resp. A <B)
signifie que pour tout a € A, be Bonaa<b (resp. o <b); en plus, a <B et A < b signifient
les mémes choses que {a}<B et A< {b} et, de méme, pour <.
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Dém. En effet, puisque H est strictement réticulé et {a, b} =0, on a
a+b={a, b} [7] dolla+b=aVb>{a, b}. Par conséquent pour tout ca+b
ona E=zaVb={a, b}. Maintenant, si d={d, b}, alors la relation d Ax=0
entraine a Ax=0, bAx=0, donec (@+b)Ax=0, cest-a-dire d=£ Mais
(Proposition 4) £=a -+ b, par conséquent, @ +b=sup(a, b)=a V b.

Corollaire 1. St d, b sont des filets de H, alors

® a=da+da (i) b=a=b=a+5b.

11 est facile de constater que inf(d, b)=a Ab. Donc on a la proposition
Proposition 7. L’ensemble &F des filets de H est un treillis.

Proposition 8. Si & est Uensemble des filets d'un H.S.R., alors la
structure (F, +, V, A) est un demi-groupe reticulé dual avec élément neutre.

Dém. En effet, en raison de la Proposition 7 et du Corollaire 1 on a

@vby+e=aVbt+é=@+b+e
=@+b+c+o=@+o+t@G+o=@+oyve+o.
De méme on obtient
@Aby+é=@+aNn@G+0o).
On pe_ut facilement constater, comme dans la théorie classique [2], que deux
filets @, b sont étrangers entre eux si et seulement si a, b sont aussi étrangers

entre eux.

Dans un H.R. H un filet a#0 sera considéré comme minimal si & <a
entraine & =0.

Proposition 9. Dans un H.S.R. H fout filet minimal est totalement
ordonné.

Dém. Soit f#0 wun filet minimal et a, bef. Alors, puisque
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O0<aAbs={a, b}onaurasoitaAb=aqa,olia<b, soitaAb=1>b, dou b=<a, soit
aANb<{a, b}, cest-a-dire {d, b}=aAb et dans ce cas on a aAb=f, car
a=>b=f et f est minimal. Comme H est strictement réticulé, on a [7]

Oe@AD)—(@Ab)=[a~(@ADIN[b—(aAD)]

done il existe des éléments xea—(aAb), yeb—(aAb) tels que x Ay =0.
En considérant des cas possibles, on a:
() Si %, yef, on obtient 0 =TAY =% Ag=d=F ce qui contredit I’hypo-
thése.

(ii) Dans le cas ou x¢f, puisque H est un H.S.R. d’aprés la relation
a>aAb>0,ona 0>—(aAb) ce qui entraine a>a — (aAb) [6]. Par consé-
quent a>x=0et G>%=0 d'ot Pon obtient £=10. Donc 0 € a — (a A b) c’est-a-
dire a =a A b, autrement dit a<b.

(iii) Si @, y ¢f d’aprés (i) on a a<b et b=<a, cest-2-dire a=b.

Proposition 10. Dans un H.S.R. H ot a<y=-(y—x)nH? #0 le sous-
hypergroupe canonique qui est engendré par un filet minimal f de H [5] est
totalement ordonné.

Dém. Puisque, selon la proposition précédente, f est totalement ordonné et
comme H est un H,.S.R., —f est aussi totalement ordonné. Sia e fet b e — 7, alors
—bef. Dans le cas ot [a+ (— b)] Az =0, alors, et puisque a— b= {a, b} on a
aANxz=0 et (—=b)Ax=0. Réciproquement si a Ax=0 et (—b) Ax=0 alors
[aA(=b)]Ax=0. Par conséquent a — b cf. Soit maintenant a, bef et a>b.
Alors il existe un élément xea — b tel que 2> 0 et il n'existe pas un élément
yea—b tel que y <0, parce que autrement on aurait 0 € ¢ — b, c’est-a-dire ¢ = b,
ce qui est absurde. Mais puisque (e — )" HP =@ on a a — b> 0. D’autre part,
puisque —b=<0 on a a=a—b=0. Par conséquent, pour tout zea—b on a
Ff=a=2=0, dou, soit Z=0, c’est-a-dire z=0 et a = b qui est absurde, soit Z=F
et par conséquent ¢ — bcf. Enfin, on a le cas de a —a pour acf. Dapres la
relation ¢=0 on obtient a=a—a (puisque H est un H.S.R.). Mais a—a
=@—-a)v@—a,ot@-a)*=@-a)nH etl@a~a)y =l@—a)n H; Ainsi,
a=(@—a)*=0 et alors pour tout we(e—a)* on a f=a=w=0, donc
(@—a)* ca=fet (a—a) ¢ —f. Ilrésulte done que 'ensemble fu (—7F) U {0} est
un sous-hypergroupe canonique de H et plus précisement est celui qui est
engendré par f.
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Abstract

In the present paper the classes of an equivalence among the positive elements of a

hypercomposed structure (3], [4], [5]y,» are studied. The structure under study is the
strictly l-ordered canowical hypergroup [6], [7].



