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Sulla instabilita gravitazionale secondo Jeans
in presenza di correnti di Hall e di ion slip (**¥)

A Bianca Manfredi per il suo 70° compleanno

1 - Introduzione

La instabilita gravitazionale secondo Jeans & stata oggetto di numerose
ricerche, particolarmente stimolate dai lavori, oramai classici, di Fermi e
Chandrasekhar (cf. [3], [4] e la bibliografia indicata in [3]) (). In queste ricerche
il mezzo & di volta in volta descritto da un modello fisico-matematico diverso.

In [7]; & stato esaminato il modello di un fluido elettroconduttore descritto
dalle equazioni della magnetofluidodinamica in presenza di corrente Hall; il
lavoro [7]; & stato generalizzato in [2] al caso in cui sia presente anche la corrente
di ion slip (3. In [2] peraltro, a differenza di [7];, si fanno le ipotesi che il fluido sia
non viscoso, non conduttore del calore e perfetto conduttore dell’elettricita:
scopo della presente nota & di completare lo studio rinunciando a queste ipotesi.

In 2 si danno le equazioni delle perturbazioni. In 3 si determinano il valore
critico della lunghezza d’onda e la condizione di instabilitd gravitazionale nei due
casi significativi di propagazione parallela ed ortogonale al campo magnetico. In 4

(*) Indirizzo: Dipartimento di Ingegneria Aerospaziale, Facoltd di Ingegneria,
Universita di Pisa, Via Diotisalvi 2, 1-56100 Pisa.
(**) Ricevuto: 13-1-1986.
(%) In [7]; & data sull'argomento una bibliografia di 39 lavori, aggiornata al 1977; di
data successiva sono a conoscenza delPautore i lavori [1], [2], [6], [T)z4, [8]-[13].
(® Indicheremo nel seguito un tale fluido con la sigla ISF.
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si esaminano casi particolari degni di nota. In 5 infine si sintetizzano le
conclusioni cui si & giunti col presente lavoro.

2 - Le equazioni delle perturbazioni

Le equazioni delle perturbazioni (in unitd di Gauss) per il gas di cui alla
Introduzione sono (ef. [2], [3], [4], [7])
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In esse v & la perturbazione nel campo di velocita, ¢ il tempo, g, la densita nello
stato imperturbato, p la perturbazione nella pressione, « il coefficiente di
viscosita di compressione, » quello di scorrimento, u la permeabilita magnetica,
b/u la perturbazione nel campo magnetico, By il campo magnetico (uniforme)
nello stato imperturbato, U la perturbazione nel potenziale gravitazionale, ¢ la
perturbazione nella densit3, G la costante di gravitazione universale, y = HAnps
con o conducibilita elettrica e ¢ velocita della luce nel vuoto, 8 = ¢?8y/4mu con By
coefficiente di Hall, B=c?B,/4nu con f; coefficiente di ion slip, ¢s la velocita
«adiabatica» del suono (c& = ypyes, v=cyc,), ¢, il calore specifico a pressione
costante, ¢, il calore specifico a volume costante, p, la pressione nello stato
imperturbato e k; il coefficiente di conducibility termica.

Poiché per 'esame della instabilita gravitazionale secondo Jeans interessa il
caso della propagazione unidimensionale, introdotta, senza pregiudizio per la
generalita, una terna cartesiana (inerziale) di riferimento (0; 2, y, z) di versori X,
¥, 2 con lasse x parallelo alla direzione di propagazione e tale da avere

BO=BOx&+BOyg 5

proiettando la (2.4) su X e tenendo conto della solenoidalita di b, si deduce subito
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3b,/3t=0, 3b/ox =0 e quindi b,=0 interessando solo le perturbazioni che si
propagano. Le rimanenti otto perturbazioni soddisfano al sistema

v, 19p  a+2p3%v, By oby U

(2.6) ~ = _;0"—8;_{_ p—— —47:#90——8—%—-—% S
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3 - La condizione di instabilita gravitazionale

Imponiamo al sistema (2.6) la soluzione del tipo onda piana sinusoidale
3.1 U, 1) =¢ explilwt — k)]

dove ¢ & la generica perturbazione, ¢ (costante) la sua ampiezza, w (costante) la
frequenza angolare, k (costante) la componente secondo l'asse x del vettore
numero d’onda k, k=Fk-X.

Considerando & prefissato reale, determiniamo Pequazione di dispersione.
Poniamo

(3.2) Tw=w 3.3 N = G k* — 4nGpp

con ¢p velocita «isoterma» del suono (c% = poléo). Studiamo separatamente il ecaso
di propagazione nella direzione del campo magnetico e quello nella direzione
ortogonale (il caso di propagazione obliqua ha rivelato un appesantimento
algebrico nei calcoli tale da rendere proibitiva la determinazione diretta della
zona di stabilita).
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3.1 - Propagazione nella direzione del campo magnetico

Scegliamo X in modo da avere B, = By% (B, = IBs)). Le equazioni (2.6)o-(2.6)s,
contenenti sia grandezze gasdinamiche (v, e v,) che magnetiche (b, e by,
conducono alla

3.4 {(w + f—lﬁ) [w+ (¢ + BB K4 + A3K)2 + [BBy K*(w + —77—152)]2 =0
0 o

dove Ay = By/\/4rup, C) & la velocita di Alfvén. Nella (3.4) non compaiono termini
gravitazionali; essa non @ influenzata né dalla comprimibilita del mezzo, né dalla
conduzione del calore e fornisce 'equazione di dispersione caratterizzante la
propagazione di onde di Alfvén modificate dalle correnti di Hall e di ion slip in un
ISF dissipativo (nel caso y=0, =0 essa & stata studiata in [7ls, n. 3).

Le rimanenti equazioni (2.6);, (2.6)s, (2.6);, (2.6)g-disaccoppiate dalle altre e
contenenti solo grandezze gasdinamiche (v,, p, ¢ e U) conducono allequazione di
dispersione

(3.5) W+ a WP +a,w+ag=0
dove
+ 2 2 2 o+ . )
a1=(a_._77+kic§_)k2 a2=’@§a—ﬁk4+cgkz—4rpoo = cikrk N
Po CpPo CPo Po ——Cppo

Si riconosce facilmente che se & N <0, ossia se & verificata la condizione
(3.6) Stk <4dnGoy
la (3.5) possiede almeno una radice reale positiva, il che porta, per la (3.2), alla

instabilita gravitazionale. Quindi il valore critico A, della lunghezza d’onda
2 =2x/|k| & dato dalla

3.7 e =Ar="Vnc}/Ge .

() In tutto il lavoro v & simbolo di radice quadrata aritmetica.
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Dunque VA > A, c'¢ sempre instabilita gravitazionale; applicando il criterio di
Routh-Hurwitz (cf. [5], p. 340) si trova che VA< Ay c’e stabilitd, e cio qualunque
sia il valore dei parametri o, Do, Cp Coy &, 3 € k7

3.2 - Propagazione in direzione ortogonale al campo magnetico

Osserviamo anzitutto che in questo caso, come indicano le (2.6), la corrente
Hall non gioca aleun ruolo, a differenza di quella di ion slip.

Le (2.6)5, (2.6)5 e (2.6)5 sono ora equazioni (autonome) di diffusione di ovvio
significato, mentre le rimanenti equazioni del sistema (2.6) conducono all’equa-
zione di dispersione

(3.8) w4+b1w3+b2w2+b3w+b4=0
dove: 1= 0y + (y + BB kP by = ay + (x + fBY) kK a, + AfK?

A% kT Cg K

by=as+ (x +BBH K ay +
»Po

by=(x+ BB%) kz% .

Dalla (3.8) si deduce che VA>Ap, con Ar dato dalla (8.7), c’e instabilita e,
applicando il criterio di Routh-Hurwitz, si trova che VA <Ar c’¢ stabilita, e cio
qualunque sia il valore dei parametri in gioco.

4 - Casi particolari degni di nota

In questo numero ci proponiamo di indicare in quali casi particolari il valore
critico della lunghezza d’onda non & pil dato dalla (3.7) ed in quali invece tale
formula resta valida.

(1) In propagazione parallela al campo magnetico, se & kr# 0 vale la (3.7),
mentre se & ky=0 vale la formula di Jeans

(4. 1) lc = )\] =V ﬂC?g/Gpo

e cid indipendentemente dall'essere nulli 0 meno (separatamente o congiunta-
mente) i coefficienti «, », x, 8 e



G. MATTEI

[6]

(2) In propagazione ortogonale al campo magnetico sono possibili i seguenti

casi

4.2)

4.3)

2.1)

2.2)

(2.3)

2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7

2.8)

IGT#O x#=0 ﬁ=0 .

)\-] = \/ 75(0% + A(z))/Gpo .

A= Ap
Ae=Ap
Ae=Ar
Ae=Ar
A=Ay
A=Ay
A=Ay
A=Ay

con

Le conclusioni (2.1)-(2.8) sussistono indipendentemente dall’essere nulli 0 meno
(separatamente o congiuntamente) i coefficienti «, » e .

5 - Conclusioni

A completamento dei risultati di [2] e [7];, per la instabilitdy gravitazionale
secondo Jeans di un ISF in presenza di dissipazione, col presente lavoro si
traggono le conclusioni che seguono.

In propagazione parallela al campo magnetico.

Viscosita, conducibilita elettrica finita, corrente di Hall e corrente di ion slip
non hanno alcun effetto sul valore di A,, al contrario della conducibility termica,
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risultando A, = Ay (con Ay data da 3.7)) se ky= 0 e A, = A; (con A, data da (4.1)) se
kr=0. '

In propagazione ortogonale al campo magnetico.

(1) Viscosita e corrente Hall continuano a non avere aleun effetto su A..

(2) La conducibilita elettrica finita in presenza di corrente di ion slip non
influenza A, al contrario di quanto accade in assenza di detta corrente (si
confronti in 4 il caso (2.1) col (2.3), il (2.2) col (2.4), il (2.5) col (2.7) e il (2.6) col
(2.8)).

(3) La corrente di ion slip non influenza 2, se y # 0 (si confronti il caso (2.1) col
(2.2) e il (2.5) col (2.6)), mentre influenza X, se & ¥ =0 e cio sia se ky#0 (si
confronti il caso (2.8) col (2.4)) sia se kr=0 (si confronti il caso (2.7) col (2.8)).

(4) La conducibilita termica influenza sempre A, (si confronti il caso (2.1) col
(2.5), il (2.2) col (2.6), il (2.8) col (2.7) e il (2.4) col (2.8)).

Terminiamo osservando che, anche per un ISF, sia in propagazione parallela
che ortogonale al campo magnetico, la presenza di conducibilitd termica non
trascurabile ha una influenza rimarchevole sulla instabilita gravitazionale: infatti
tale presenza produce una alterazione del valore critico di Jeans della lunghezza
d’onda introducendovi la velocita isoterma del suono al posto di quella adiabatica
(A; si muta in Ap e Ay in Ap).
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Summary

In this paper we study Jeans’ gravitational instability of an electrically-conducting
gas described by the magnetofluiddynamic equations in the presence of the Hall and ion
slip currents. Viscosity, heat conductivity and finite electrical conductivity are taken
nto account. The critical value of the wavelength is determined and the condition for the
gravitational instability is discussed. Several moteworthy particular cases are then

examined.
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