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L. M. ABATANGELO ¢ M. PERTICHINO (*)
Una caratterizzazione di insiemi di classe [0,1,7—1,%, 2n — 1] (*¥*)

1 — Sia K un k-insieme di un piano protettivo ==, non necessariamente
desarguesiano. Indicati con ¢; il numero delle rette di = che incontrano K in ¢
punti, diciamo caratteri di K gli interi &, ¢, ..., t,41. Seguendo le usuali definizioni
(cfr. Tallini [5]), diremo che K & un k-insieme di classe [my, my, ..., m,], con
0=my<my..m,=q+1, se t,=0, per ogni n+*my, My, ..., M inoltre se K
¢ di classe [mg,my, ..., m;] con t,#0, per ogni i=0,1,...,s K & di tipo
(Mg, My, .ory M).

I k-insiemi con due o tre caratteri diversi da zero, sono stati ampiamente
studiati (cfr. [6]; per una esauriente bibliografia efr. [4]). Pochi e sporadici sono
invece i risultati finora noti sui k-insiemi con pili di tre caratteri diversi da zero.
11 problema generale della loro determinazione, classificazione e caratterizza-
zione sembra piuttosto ardug. Tuttavia, in taluni casi, & possibile ottenere
significative caratterizzazioni di k-insiemi, non appena si assumanc opportune
ipotesi sui loro caratteri. Lo scopo della presente Nota & introdurre e caratteriz-
zare una vasta famiglia di m(2m — 1)-insiemi di classe [0, 1, m — 1, m, 2m —1].

2 — Premettiamo alcuni esempi di m(2m — 1)-insiemi di classe [0, 1, m —1,
m, 2m — 1] dedotti da particolare k-archi.

Esempio 1. Sia = un piano protettivo di ordine dispari n e y una sua ovale,

cioé un (n + 1)-arco. Come & ben noto i suoi punti esterni sono %n(n +1)evene

sono % sulle rette tangenti, %(n — 1) sulle rette secanti ed %(n + 1) sulle rette

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universita, Via G. Fortunato,
73100 Bari, Italy.

(**) Ricerca eseguita nelPambito del Progetto di ricerca «Strutture Geometriche
Combinatorie e loro applicazioni». — Ricevuto: 26-11I-1986.



294 L. M. ABATANGELO e M. PERTICHINO [2]

esterne. Concludendo si ha che Vinsieme E dei punti esterni alPovale costi-
tuiscono un -;—n(n + 1)-insieme di tipo (%(n -1, %(n +1), n)

Posto —%(n +1)=m, E risulta un m(2m — 1)-insieme di tipo (m—1, m,
2m —1). Come & ben noto per un punto esterno ad una ovale passano 2 tangenti,
m 1 =%(h — 1) rette secanti ed altrettante rette esterne (rispetto all’ovale).

Indicato con v; il numero delle rette i-secanti ad E, per ogni punto P di E si ha

vm—l(P) =m-1 vm(P) =m-—1 va—-l(P) =2.

Se invece si considerano i punti @ di = — E, essi o appartengono a y o risultano
interni rispetto a y. Se Q ey si ha

vm—-](Q) =n=2m-—1 vm(Q) =0 van—l(Q) =1.
Infine se @ & un punto di » interno a y si ha
vm—l(Q) =m ’vm(Q) =m v2m-—1(Q) =0.

Si puo pertanto concludere che I'insieme E dei punti di = esterni ad un’ovale y & un
m(2m — 1)-insieme di tipo (m — 1, m, 2m — 1) che gode delle seguenti proprieta:

2.1 E & uniforme (ciod per i suoi punti v(P) sono costanti).
2.2) Per ogni punto PeE  v,_;(P) = v,,(P).

Esempio 2. Se il piano = & immerso, quale sottopiano di un piano proiettivo
=" d’ordine n', 'insieme E dei punti esterni di una ovale di =, risulta essere un
m(2m — 1)-insieme di tipo (0, 1, m —1, m, 2m — 1), poiché le rette di =’ che
intersecano = in un sol punto o risultano esterne ad E oppure hanno in comune
con E un sol punto.

L’insieme E verifica ancora le proprieta (2.1) e (2.2), inoltre si ha

(23) vl(Q) = 0 —— vm—l(Q) -+ vm(Q) -+ va—l(Q) > 1
3 — Al fine di caratterizzare gli esempi del numero precedente, studiamo

alcune proprietd generali dei b-insiemi, con b=n@2n~1) ed n=3, di classe
[0, 1, n—1, n, 2n— 1] di un piano proiettivo finito = = r,,.
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Proposizione 3.1. Se K & un b-insieme, con b =n@n—1) ed n=3, di
classe [0, 1, n—1, n, 2n— 1] tale che per ogni suo punto P sia

(3.1) Vpa(P) = 0,(P),

K & uniforme e le rette 2n — 1)-secanti costituiscono nel piano duale un 2n-arco.
Dim. Indicato con v{(P) il numero delle rette i-secanti per P a K si ha

B.2) -2y, (P)+n—1Dv(P)+2n -1 v (P)=2n+1)(n—1).

Da qui, essendo n — 1 primo con n — 2, segue che v,-;(P) = A (n — 1), pertanto la
(8.2) diventa

3.3) - A —2) + v (P)+ 20, (P)=2n+1.
Tenendo conto della (3.1), si ha
(3.4) A@Cn —3)+ 20y, (P)=2n+1.
Dalla (3.4) segue che X deve essere dispari, inoltre essendo 2v,, (P)=0, si ha
facilmente che A =1 per n=3.
Si pud pertanto concludere che per ogni punto P di K si ha
3.5) Vo1 =n—1 ,=n—1 Vop_1=2.
Si ha allora che il numero cdmplessivo delle rette (2n — 1)-secanti &
(3.6) ton-1=2n0.

Pertanto, essendo s, = 2, tali rette si incontrano solo in punti di K e per ogni
punto di = passano al pil 2 rette (2n — 1)-secanti. Rimane cosi provato I'asserto.

Nell'ipotesi della Proposizione 3.1, si ha inoltre che
3.7 tyir=n2n—1) 3.8 t,=n-1)E@n-1.
Per le (3.5);, (3.6) e (3.8) si ha il seguente

Corollario. Le rette n-secanti e le rette (2n — 1)-secanti incontrano wna
(@n — 1)-secante solo in punti di K.
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Dim. Fissata una (2n — 1)-secante r, per ogni Pern K passano (n—1)
rette n-secanti. Poiche tali punti P sono in numero di 2n —1, per la (3.8) si ha
Yasserto.

In = si ha

8.9) ot+ti=m?+m+1— ey +t, + ) =0;

in forza delle (3.6), (3.7), (3.8) per m =2n — 1 risulta #,+ ¢, =0, cioe {, =1, =0;
proviamo allora

Proposizione 3.2. Se n=—;—(m+ 1), K & linsieme dei punti esterni ad

un’ovale di =, di cui le rette (2n — 1)-secanti sono Uinviluppo tangenziale.
Dim. Se Q¢K, si ha
Va-1(Q) + Vu(Q) + 020-1(Q) = 21
(" — D v,-1(Q) + 10,(Q) + (21 — 1) v2,-1(Q) = n2n ~ 1)

dove, per il corollario precedente, v, (@) pud assumere solo i valori 0 ed 1.
Pertanto se Q ¢ K, si ha

(310) vn—-l(Q) =2n-1 vn(Q) =0 vZn—I(Q) =1
(3-11) ' vn-—l(Q) =N vn(Q) =N ,UZn-l(Q) =0

a seconda che @ appartenga o meno ad una (2n — 1)-secante.

I punti di tipo (3.10) sono i punti di un’arco H. Infatti, essendo tali punti
Pintersezione di una (n — 1)-secante con una (2n — 1)-secante, per le (3.5), (3.6) e
(8.10) si ha che su ogni (n — 1)-secante ve ne sono due, su ogni (Zn — 1)-secante ve
ne & uno solo, mentre le rette n-secanti risultano esterne a tale arco. Inoltre la
cardinalitd di H & 2n (cfr. Corollario). Si ha cosi 'asserto.

Si & cosi riottenuta una caratterizzazione gia nota dell’esterno di una
conica (cfr. [3]).
Dalla (3.9) per m>2n—1, si ha che ¢, +¢,>0.

Teorema. Sem>2n—1, ogni b-insieme, con b=n2n—1) e n =3, di tipo
0, 1, n—1, n, 2n — 1) verificante le (2.1), (2.2) e (2.3), ¢ Pinsieme dei punti

}
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esterni di un'ovale di un sottopiano di =. Inoltre le rette (2n — 1)-secanti sono
Uinviluppo tangenziale di tale ovale.

Dim. Se Q¢K, si ha
(3.13) 1@+ ®—1)v,-,(@)+ nv,(Q) + Cn — 1) vy,_(Q) =n2n —1).
Tenendo poi conto del Corollario precedente, si ha
Vo-1(@)=1  oppure 5, 1(Q)=0;
inoltre si ha

,U2n—1(Q) = ] == 'Un(Q) =0,

Si puo allora concludere, in forza della (2.3), che un punto @ ¢ K di una (2n — 1)-
secante o & di tipo Qy(¢K) con

(3.14) Van-1(Qo) =1 V(Q0) =0 V(@) =2n—1 v(Q) =0
oppure & del tipo

(315) 1)271—1(Q) =1 /Un(Q) = vn—-l(Q) =0 ‘ vl(Q) = (n - 1) (2?’L - 1) .

Dal computo del numero delle rette (» — 1)-secanti incidenti una (2n — 1)-secante

segue, con ragionamenti analoghi a quelli visti nella dimostrazione del Corollario,

che vi & un sol punto @, di tipo (8.14) mentre tutti gli altri sono di tipo (3.15).
Se invece vs,-;(@) =0, la (8.13) diventa

(3.16) 11(Q) + 1 — Dv,1(Q) + nv,(@) =n@n—1).

Allora, esclusi i casi per cui v{(Q)>0, si ha che la (3.16) diventa
1= 1D v,.(Q) + 7, (@) =n@n—1).

Si puod pertanto concludere che

3.17) | Vur(Q) =

(3.18) ’ 2,(@)=2n—1~xn—-1).
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Inoltre, se si interseca il fascio di rette aventi per centro un tale punto @ con una
(@n — 1)-secante s non passante per @, in forza della (2.3), si ha

(3.19) Vu—1(Q) + 1,(Q) = 2n.

Infatti risulta v,(Q) = 0 = v5,_(@) ed ogni retta i-secante, coni=n—1ed 1= n,
incontra s solo in punti di K o nell’'unico punto @, di s, verificante le (3.14).
Dalle (3.17), (8.18) e (3.19) si ha A=1 e quindi

(320) vl(Q) = O 'Un——l(Q) = vn(Q) =n v2n-—1(Q) = O .

Tenendo conto delle (3.5) e della (3.7) si ha che su ogni n-secante vi sono # di tali
punti.

Possiamo pertanto concludere che i punti @ di = che non appartengono a K per
cui si ha v,(Q) = 0 sono o di tipo (3.14) o di tipo (3.20). Indicati con I'i 2n punti di
tipo (3.14) e con I Vinsieme dei punti di tipo (3.20), si ha

I=mn-1)@n—1).

Indichiamo inoltre con T; Iinsieme delle rette i-secanti K. Consideriamo allora, la
struttura di incidenza , rispetto alla usuale relazione di inclusione, i cui punti
siano gli elementi dell'insieme ¥» =K uT Ul e le cui rette siano gli elementi di
RB=T, 10T, 0 Ts,. E facile verificare, [1], [2], che essa & un piano proiettivo
7, che pertanto risulta un sottopiano di =. I' risulta un 2n-arco di tale
sottopiano .

Infatti tenendo conto delle (3.5), (3.6) e (3.14) si ha che: su ogni (n— 1)-
secante vi sono due punti di I'; su ogni (2n — 1)-secante vi & un sol punto di I,
mentre le rette n-secanti sono esterne. Rimane cosl provato I'asserto.

4 ~ Il seguente esempio mostra che le condizioni (2.1), (2.2) e (2.3) sono
essenziali per la validitad della caratterizzazione data dal Teorema.

Si consideri un piano proiettivo di Galois ==PG(2,q), ¢=p*, p primo e
p#2, b, tale che l'equazione * + x — 1 = 0 abbia due soluzioni in GF(q), cioé tale
che 5 sia un quadrato di GF(qg). Sia ¢ un elemento di GF(q) tale che t* +t—~1=0.

Si consideri in PG(2, ¢) il gruppo G generato dalle seguenti omografie « e 8
rispettivamente di equazioni

a: px'=xty—=z Y =t+Dy—=z ' =0{t+2)y—z

!

B: ex'=y oY = R =z
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Il gruppo G risulta isomorfo al gruppo alterno .4, essendo
P=F=(pP=1.

Considerato il punto Cy(1, 1, 0) di = si ha la seguente

Proposizione 4.1. Lo stabilizzatore di C, ¢ un gruppo di Klein formato
dalle mwoluzioni B, y=da>Ba’Ba?, By e dall’identita.

Dim. Sia y=a®8a’Ba* la collineazione di equazioni

X' =y—=z Y =r—z 2 ==z,
Considerata allora la collineazione By di equazioni
' =w—2 Y =y—=z ez’ = —z,

& facile verificare che sia y che Sy sono involuzioni che lasciano fisso C;. Pertanto
il gruppo K= {1, 8, v, By} & un gruppo di Klein che lascia fisso ;. Vogliamo far
vedere che K & lo stabilizzatore di C; in .-4;. A tale scopo & sufficiente verificare
che C; non risulta essere unito in alcuno dei sottogruppi di G che contengono K
propriamente. Essendo G=_.4%;, & noto che G ha un solo sottogruppo V, che
contiene propriamente K, & contenuto propriamente in G e risulta isomorfo ad
Ay :
Considerata Pomografia ¢ =o?ga* di equazioni

e’ =y +({E— 1) oy =y —1tz R =xt+y—z,
si ha ¢*=1. Essendo g#=¢%=(8)?*=1, si ha (8, ¢) =.%,. Poiche inoltre si ha
3B8% =y, risulta che K & un sottogruppo di (B, ¢). L’asserto pertanto discende
dal fatto che C, non & unito in y.
Dalla Proposizione 4.1 discende che il punto C; ha in G una traiettoria K di
lunghezza 15, precisamente si ha
K={C1,1,0), C1,1,2), Cy1,-1,0), Cy,2(1-1),1),
Cs2t—1,1-¢,1), Ce(1—t, 2t —1,1), Co2(1—1),¢, 1),
Cet+1, 1,1), Cs0,1,1), Co(0,—1¢,1), Cpn(1,t+1,1),

CIZ(_ t: 0: 1)} 013(17 1- t; 1)7 C14(t7 0’ 1)7 Cl5(1 - t) 17 1)}
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Proviamo ora che

Proposizione 4.2. K ¢ un insieme wuniforme di tipo 0, 1, 2, 8, 5,)
per qg=11.

Dim. Per come & stato costruito K, segue che @ agisce transitivamente su
K e pertanto K risulta uniforme. Possiamo percio limitarci a studiare il
comportamento delle secanti a K per un suo punto qualsiasi. Si verifica
facilmente che per C, passano: due bisecanti C, Cy, C,C3, due trisecanti C, C4Cs,
C1 Cg C7, due 5-secanti Cl Cg Cn 012 Cl5, C1 CgCloClg CM.

Per ogni punto C di K si ha allora

v3(C) =2 v3(C) =2 v5(8) =2.

Poiche ¢>5, per C passano ¢-5 rette unisecanti.

L’esistenza infine delle rette esterne & assicurato dal computo delle rette
tangenti e secanti K. Infatti & facilmente verificato che, indicato con Z; il numero
totale delle rette i-secanti, si ha

t,=15 t; =10 5= 6.
Essendo v(C)=¢q~5, si ha {, =(¢g—5)15 e quindi, per ¢ =11,
fh= gt lm (it lotttt) =g+ q+1—15g+T5—31 =g~ 14q +45>0.
Rimane cosi provato che K & un 15-insieme di tipo (0, 1, 2, 3, 5).

Proposizione 4.3. Le bisecanti di K si tncontrano a due a due nei punti
di K ed a 3 a 3 oppure a 5 a 5 in punti non appartenenti a K.

Dim. Il gruppo G = («,3) muta in sé¢ la conica y di equazione
A +20 @+ y») — 20y —2x+y)z+ Bt —1)22=0.

Consideriamo la polare del punto C; rispetto a y di equazione x +y —1=0,
che risulta proprio la congiungente C,Cs.

Per la transitivitd del gruppo G sullinsieme K, la polaritd rispetto a y
definisce una biiezione tra i punti di K e le sue bisecanti. Per le proprieta della
polarita, si avra che i poli delle trisecanti sono punti (non appartenenti a K) per
cui passano tre bisecanti ed i poli delle 5-secanti sono punti (non appartenenti a
K) per cui passano 5 bisecanti.
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Per determinare i punti per cui passano 3 bisecanti si consideri il polo della
retta trisecante C,C,C;. Poiche tale retta ha equazione

r—y+2-3t=0,

il suo polo & il punto Dy(1,0, 1), per cui passano le seguenti tre bisecanti di
K: C3C3, €1 Cyy Ci2Crse

Le immagini di D, mediante le collineazioni del gruppo godono della stessa
proprietd e sono

Dy0,1,1)  Ds(0,1-¢,1) Dy1,t,00 Ds1,t,1) Dgl-10,1)
Di(t,1,1)  Ds(1—t,1—1t,1) Dyt 1,0) Dyt 1),
essendo
oDy D; Dy Dy Ds) (Ds D7 DgDyDyy)  B(Dy D) (D3 Dg) (Dy D) (DsDy) (D Dyg).

Un procedimento analogo permette di determinare i punti per cui passano 5
bisecanti.

La retta che congiunge i punti C,CyCy, Cy,Cy5 ha equazione & —y +¢=0. Il
suo polo rispetto a y & il punto A,(f, 1 — ¢, 1) per cui passano le seguenti 5 bisecanti
C>Cs, C4Cy, C5Cis, C5Cs, CqChp.

Le immagini di A; mediante le collineazioni del gruppo («, 8) godono della
stessa proprietd e sono

Ax0,1,0) A(1—1t,t,1) Ay 0,0,1) A1,1,1) Ag1,0,0),
essendo
(A1 Ay AsALAs) (Ag)  B(ALAY) (A2 4p) (A (45).

Al fine di provare l'asserto, si osservi che nel computo delle intersezioni delle
bisecanti un punto dellinsieme & = {D,, ..., Dy} vale 6, poicheé per esse passano
3 bisecanti, e un punto dellinsieme .2 = {4, ..., A¢} vale 10, poiché per esso
passano 5 bisecanti.

Si puo pertanto concludere che due bisecanti di K si incontrano oltre che nei
punti di K nei punti degli insiemi .4 e &.

Proposizione 4.4. L’nsieme K non risulta essere l'insieme formato dai
punti esterni ad una conica di un sottopiano di PG(2,q).
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Dim. Se, infatti, si suppone che tale sottopiano =, esista, =, deve essere un
PG(2, 5) essendo | K | = 15. Cio non & possibile, poiche la caratteristica di PG(2, ¢)
& diversa da b.

Si puo provare che K & linsieme dei punti esterni ad un ovale se e solo se
p=>5. Si conclude pertanto:

In==PG(2,q) conq=p">11,p#2ep#5, Keuninsieme ditipo (0, 1, 2, 3,
5) che verifica le proprietd (2.1) e (2.2) ma non la (2.3), poiché per i punti A;
risulta

v2(A) =5 v1(A) =5 v3(A) = v5(4;) = 0.
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Summary

Let K be a n(2n — 1)-set of class [0, 1, n —1,m, 2n — 1] in a projective plane =. We give
some necessary and sufficient conditions in order that K is the set of external points to an
oval of a subplane of .



