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S. DAaouD (%)

Ordres des fonctions entiéres définies par des séries

de Dirichlet de deux variables complexes (I1I) (**)

1 - Ordres

Soit X, I'espace de toutes les fonctions entiéres f définies par des séries de
Dirichlet dans C? fonetions du type [2],

f(sl; 82) = za/m,n exp ()\m 81+ SZ)

m,n

ol: (m,n) décrit Pensemble NXN des couples d'entiers =0; s= (s, S2)
= (0'1 + itl, oy + Ztg) € CZ.
Les coefficients @, , sont réels ou complexes vérifient

. logia.
lim sup 0g || = — o,
Mt R 2 }\m -+ 1%

Les exposantes X, u, sont fixées et verifiées

O0=2< <. ...<),,— % avec m, O=pe<v<...<p,— © avec 7,

1

MEn— (™ + IU")l

(*) Indirizzo: dr. Suzanne Meshreky Daoud, Department of Mathematics,
University of Assiut, Assiut, Egypt.
(**) Ricevuto: 16-1-86.
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Pour fe X et (o4, 53) € R?, nous définissons les fonctions suivantes

M(G‘l, Gg)z sup |f(61+'1,t1,<7'2+?,t2)!

(i1, t)eR®

T(Gly 5“)) = SUP Iam ni exp (/‘771 o1+, “2)
"1/
n=0

S(Gl 2 ,am n| €xXp ()‘m ay 42)
me
n>0

Lemme 1. Il existe a>0 et K>0 tels que, pour tous o, et oy,
T(ey, 99) < M (o1, 72) < 8oy, ) S KT (o + ¢, 00+ @) .
Pour la preuve voir [2],.

Def. 1 [2],. Soit fe X, supposée non constante. On dira que f est d'ordre de
Ritt o et dordre inférieur » si

. log log M o .
o= limsup i—g———(—g—l—’—?—)- A= hm in
51,5 R a1+ o T o1+ og

log log M (61,62)

Soient fe X et 3,f (resp. 3. f) la fonction dérivée partielle de f par rapport a
sa premiere variable (resp. deuxiéme variable). Dans la suite on dira que f
dépend effectivement des deux variables (s,, s5) si 3,f#0 et 3, 0. On notera
que f est non constante, équivalent & 3,f# 0 ou 3, #0.

2 - Une forme pour l'ordre

Def. 2 [2],. Soit fe X. Pour ¢,=0, s2=0, on pose

I(O‘l, 0‘2) h I _[ !f(cl + ’Ltl, ge + 'Ltg)lzdtl dtg .

m-———
(2T)2
Lemme 2. (i) S7f est non constante, on a

m I(sy,00) =+ 0,
IR
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(i) Si f dépend effectivement des dewx variables (s, s,) on a
ljm I(gy, o) = + .
sptog—®

Preuve. (i) Sif est non constante, on sait [2] qu'il existe un coefficient a,, ,
non nul avee m+ n>0. L'inégalité

1(51, 52) = ;a'm,nlz exp 2 ()\m g+ Uy 0_2)
qui résulte du Lemme 1 [2];, montre immédiatement le résultat.

(ii) Sifdépend effectivement des deux variables (sy, Sp), il existe a,,, # 0 avec
m>0 et a,,#0 avec ¢>0. L'inégalité

I(o1, 02) = | @ a2 €XD 201 + pn02) + |06 €XP2 (O 71 + 12 52)
olt A, >0 et u,>0, montre (ii).

Théoréme 1 [2]. Soit fe X, supposée non constante, d’ordre de Ritt o et
d’ordre inférieur 2; alors

o SUP log logl(sy,09) ¢
snap—ee INf o1+ oy - A

3 - Ordres séparés

Déf. 3[2];. Soit fe X non constante. On dira que f est d’ordre de Ritt séparé
(F‘l; .02) Si

log log M(oy,59)

g2

log log M(zy,02)
p—m—mmm }.

o1 = lim sup {limsu } o2 =limsup {limsup
Sp—>® ki dad 71——>°° gp=3®

a1

Lemme 3. On a max(p, ) <p.

Preuve. On peut supposer o<+ . Soit B un nombre réel tel que p <RE.
Par la définition de ¢, il existe A >0 tel que

log log M(oy,02) <R

pour o= A = A.
61+ oy
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Fixons o= A. Pour tout &;=A4 on a

log log M(sy, 52) _ log log M (s, o2) 1+ 1—2—)<R(1 2.

a1 ’_71+G'2 Gy

Ainsi

log log M (s, 52)

limsup =R a=R;

= ® 2]

comme la derniére inégalité est vérifiée pour R >, on a bien g; <p. On montre

de méme que g <p.
Pour montrer le fait que ¢=max oy, 02), il est commode d’utiliser d’autres

expressions pour les ordres g et (¢, ¢s). A cet effet reprenons pour feX, la
fonction

S(Gl, 0'2) = 2 2 exp ()\m a1 + Fn ‘9‘2)'
10

mn

Lemme 4. Soient A et B deux points de R?, on a
S(P)=max (S(4), S(B))
pour tout point P du segment [4, B].
Preuve. Il suffit de montrer que S est une fonction convexe sur R

Théoreme 2. Soit fe X, non constante, on a

log log S(cy, o9)

= hr:rll_)s;lp P
og log S(sy, o2)
o1 = lim Sup {im sup log log Stor, 22) } = limsup {hm sup log log S(ay, o2) .

% 23} P G

Preuve. On utilisera les inégalités
M(ay, 59) < S(ay, 52) < KM(ay + a, G l+ @)
ol K et « sont des constantes positives.

Remarque. Pour le caleul de 'un des ordres g, (¢1, ¢2) d’'une fonetion f, a
Paide des nouvelles formules données, on peut remplacer f par «f ol aeC
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(non nul). En particulier on pourra supposer que S(0,0) =3 |a,..,| >1, de sorte
que log log S(ey, o») est bien défini pour o, =0, 0, = 0.
On notera, chacune des fonctions

. log log S(ay, o3)

1 1 233
o(oz) = lim sup log log (o1, )
g2

o) = lim su
palon o e

est définie dans [0, [ et est croissante.

Théoreme 3. Soit fe X non constante et soient g, (o1, 02) Tespectivement
Pordre de Ritt de f et son ordre séparé. Alors p=max (o, ).

Preuve. Il reste & montrer que ¢ <max(e;,¢2). On peut donc supposer
o<+ o et <+ oo, Soit B un nombre réel tel que R >max (¢, go). D'apres la
remarque précédente, on a

max (¢(0), ¢(0) <R

et par conséquent, il existe A >0 tel que

log log S(sy, 0) <P pour o, = A log log S(0, ov) <

31 G2

R pours, = A;
par la convexité de S on a

log log S(s1, o) - log log S(s; + 52, 0) log log S(0, oy + 53)

max
o1+ o9 { o1+ op ’ o1+ o9 }
et par suite
log log S(cy, os)
M<R pOurG]‘*‘GgBA;
o1+ g
on a done
) log log S(oy, a9)
o= lims ...g—g...g_k:.%_ <R.
T 31 + T9
Ceci étant vrai pour tout R >max (¢, ), on a bien ¢ <max (¢, o2).
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Summary

We consider the space X of entire functions defined by Dirichlet series of two complex
variables. In X, we have defined the Ritt order p, (o1, p2) where py, g are the Ritt orders
with respect to variables s; and S;. The main result is proved that o = max (o1, c2).



