Riv. Mat. Univ. Parma (4) 12 (1986), 203-211

ALFREDO MARZOCCHI (¥)

Osservazioni sulla estensione a perturbazioni generalizzate
di teoremi di stabilitd non lineare

per I’equazione di Navier-Stokes (**)

1 - Introduzione

Come & noto, il piu classico risultato di stabilitd non lineare per le soluzioni
dell'equazione di Navier-Stokes & stato dato in [6]. In base al cosiddetto metodo
dellenergia, viene stabilito che per valori di viscosita superiori ad un certo limite
vg si ha stabilitd asintotica in media delle soluzioni «classiche».

La prima osservazione contenuta in questo lavoro & il fatto che il risultato
ottenuto da Serrin si estende senza alcuna modifica al problema della stabilita in
presenza di perturbazioni generalizzate nel senso di A. A. Kiselev e O. A.
Ladyzhenskaya {4]. Infatti, in base ad un noto risultato dimostrato in [5], nella
classe delle perturbazioni generalizzate il funzionale in gioco nel problema
ammette un massimo che coincide con l'estremo superiore nella classe delle
perturbazioni «classiche» del funzionale stesso. Questo risultato evidenzia che
I'ambito delle soluzioni generalizzate si presenta come quello pill naturale per lo
studio della stabilit.

Ulteriori risultati sul problema della stabilitd non lineare per I'equazione di
Navier-Stokes sono stati dati in [2]. La formulazione di questi risultati si basa
sulla ricerca del massimo di un nuovo funzionale opportunamente definito. Nella
seconda osservazione di questo lavoro viene data una dimostrazione
dell’esistenza di tale massimo nell’ambito delle soluzioni generalizzate citate
sopra, mostrando cosi che i risultati di Davis e Von Kerczek trovano la loro
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formulazione pil naturale in detto ambito. Si & inoltre osservato che tale risultato
¢ valido sia in domini limitati, sia per certe classi di domini illimitati.
Si accenna infine ad un teorema di confronto tra i due limiti di viscosita.

2 - Posizione del problema

Indicheremo con L*Q), W2(Q) rispettivamente lo spazio delle funzioni a
quadrato integrabili nell’aperto 2 e lo spazio di Sobolev delle funzioni a quadrato
integrabili, sempre in 2, insieme alle loro derivate fino all’'ordine m. Come & noto,
questi sono spazi di Hilbert dotati rispettivamente dei prodotti scalari

w,v)= fu@)v@)dz in LAQ), @, v).= 5 [Du@)Dv@)de in WiQ).
a K|=0
Inoltre sia V= {u()e C5Q):dive=0} lo spazio delle funzioni solenoidali
infinitamente differenziabili a supporto compatto in Q. Sia poi H™Q) il
completamento di V rispetto alla norma di WZ(Q); H™(Q) & un sottospazio
chiuso di WZ(Q).
Sia ora Qr =0 X [0, T] dove T & un numero reale positivo. Un vettore v(x, ) si
dird una soluzione generalizzata dell’equazione di Navier-Stokes se:
3

O [ 2 viw,Hde<Cr Vtel0,T1,

Q k=1

(ii) possiede derivate generalizzate v v

2
axi’ ot GL (QT)’

(i) dive=0, vls=0 =32 M), v, 0) =uvyx),

(iv)  verifica lidentita

v, S Oov B9 <, 00 o -
@ Of Qf (at o+ sz=1 oy, oy, Elvkv oxy, f (P) dedt=0

Vo e LAQp) tale che %(;cLeLz(QT), div ¢ =0, ¢|ls=0, dove v & la viscosita e
k

f=flx,t) rappresenta la parte non conservativa della forza di massa.

() Questa condizione & in generale superflua, ma giacche, sotto opportune condizion,
v(z, ?) risulta essere g.o. uguale ad una funzione continua, la (ili)-2 acquista senso.
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Si pud dimostrare (vedi [4]) che, sotto opportune condizioni, v(x,t) & q.o.
uguale ad una soluzione classica dellequazione di Navier-Stokes:

6] at ov . (—) v—vAv+ gradp = F(x, 1), (i) divwv=0,

(i) ov(x,H)=0 VzeS, )o@, 0)=wvo(),

() v, e C2iQn, p,t)eCriQr).

‘3 - Teorema di stabilita

Siano v, v’ due soluzioni generalizzate dell’equazione di Navier-Stokes
corrispondenti alla stessa forza £, Poniamo u = v — v’; sottraendo la (2), scritta
per v', dalla stessa scritta per v si giunge a

da cui, ponendo ¢ = u, sfruttando le (1) e il teorema della divergenza, si ottiene

égt“ullz v f Vu:Vude+ [ u-Dudx=0

dove D =1[(Vv) + (Vv)T] & il tensore velocita di deformazione del moto base v.
Introduciamo il funzionale i
[ u-Dudx

Flu,v,t]=—-2—
fVu Vudz

osservando che .7 dipende da v tramite D. S. Rionero ha dimostrato in [5] che
per Q limitato, il funzionale # u, v, t], per ogni istante ¢ e per ogni coefficiente di
viscositd v, ammette massimo in HY(Q).

Grazie a questo risultato si puod facilmente estendere alle soluzioni
generalizzate il teorema di Serrin (vedi [6]).

1° teorema di stabilita. Supponiamo Q limitato e che siano verificate le
condizioni per l'esistenza di soluzioni generalizzate (si veda ad es. [4]); allora,

posto vg(v, t) = max #[u, v, t], valgono le seguenti proposizioni:
weHY@)
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(i) se & verificata la condizione v> vgz(v, ') per ogni istante ¢’ <{, si ha

2 2 ! t !
lael*<lluolPexp (=55 [ &—ve) G, 8)dE);
Ci o

(ii) se inoltre vale la condizione

3) v>supvg (v, 1) = vg(v),
>0

il moto v(x,t) & asintoticamente stabile;

(iii) se invece all'istante iniziale si ha v <vg(v, 0), allora si puod trovare una
condizione iniziale per cui

d 2
w(x, D" |;=0=0
dt “ ’ “ It 0 3
cioé esiste una perturbazione la cui energia aumenta inizialmente.

Possiamo a questo punto introdurre la viscositd critica associata al primo
teorema di stabilitd. considerando la funzione vz(v) definita dalla (3), sia

(4) ;E = inf {‘/ v> ‘—;E(V)} y

g risulta essere 'estremo inferiore dei valori di v per cui & verificata la relazione
v>95(v), e nel caso in cui vz(v) sia continua, ¥z & individuato dalla relazione

vg = 95(v).

4 - Raffinamento dei risultati
Prendiamo ora in considerazione il funzionale introdotto in [2]

Ju-Dudx+ 5 [ Vu:Vudx
.7[u, Y, t, )\]z - A 2

[ |ulPdz

0
dove A & un parametro reale positivo. Ricordiamo che .7 dipende da v tramite
D[v]. Dimostriamo il seguente

Teorema. Se Q & un dominio limitato, esiste il massimo del funzionale
Flu, v, t, 2] rispetto ad u e H(Q), per ogni istante t, per ogni viscositd v e per
ogni .
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Dim. Proviamo dapprima che il funzionale .7 & superiormente limitato. -
Riferiamo per questo il tensore D = D[v] ai suoi assi principali. Si ha allora
B 3
w-Du= 3 wuDy=|ufPmin[Dyy, Dy, Dy
ij=1
. - 3
essendo Dyy, Dy, D33 gli autovalori di D. Ma ora, essendo divo =trD = > Dy=0,
i=1
almeno uno dei tre autovalori deve essere negativo, per cui, indicando con D,, il
pitt piccolo di essi, si ha integrando su O

— [ u-Dudxe<|D,| | lufde.

Dunque, grazie a questa relazione, si ha

[ u-Dudx
(5) Tlu, v, t,2]< 2 <|D,).
[ |ufdx
Sia dunque, fissati X e ¢, !
(6) l=sup{7lu,v1t 2]:ue HQ)}.

Essendo il funzionale continuo e omogeneo di grado zero rispetto ad u, esistera
certamente una sucessione {u,} ¢ H(Q) tale per cui
n—x

(7 im .7 [u,]=1 (8) [ Vu:Vudx=1.

Indicando con |-|; la norma indotta da W3Q) su HYQ) e sfruttando la
disuguaglianza di Poincaré ’

)] {ul?dxe<C} [ Vu:Vude,
si ha
a0 luli=(J |ufide+ [Vu,:Vu,de) < (C2 + 1)L

Le funzioni u, hanno allora norma limitata in HYQ)c WXQ) e pertanto la
successione & compatta in LAQ) (si veda ad esempio, [1]), per cui esiste una
sottosucessione (che per brevita indicheremo sempre con {u,}) convergente in
norma di L*Q). Dimostriamo ora che questa sottosuccessione converge anche in
HY©). Poniamo per brevita

Flul=— [ u-Dudzx Blul= [ Vu:Vudz.
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Ora Ve>0 dr,s>0 tali che

Flu,]—2Blu. Flu,] - 2Blu,
[u,] 2[u]>l‘5 [az,] q[u]>l_€,
llae. | lfaes I
da cui sommando si puo ottenere

Flu,)+ Flu] — ABlu,] + Blu) > (- o) (lu. P + [ w [P)-

Considerando ora la nota identita del parallelogramma, che riscriviamo per la
sola F, ,

2(F{u,)+ Flu,)) = Flu, + u) + Flu, — u,]
ed applicandola ad F, B e ||-||* si giunge a
an Flu,+ u,] + Flu,— u] — \Blu, + u,] — ABlu, — u] — || w, + u,||2
> —o)|lu,—u|®— < u.+ u|
A questo punto, per la (6), sard certamente
Flu, + u] — 2Blu, + u] — U u, + u,|*<0,
quindi, grazie alla (11),
Flu,— u] — 2Blu, + u] > (1 — o) || u, + u, || — || w, + u]?.
Da quest’ultim’al relazione, grazie alla (5), si deduce
12) 2B, — u] < Flu, — u] — (1 — o) || u, — us||* + || u, + u, || 2
<UDy| + 1= el — ay|[*+ el + 20, P<2| Dl 1ty — 2P+ el [P+ [, ])
<2|D,||lu, — u)|®+ 2C%e.

Sfruttando nuovamente la disuguaglianza di Poincaré (9) e la relazione (12), in
base alla convergenza di {u,} in L¥Q), per r, s sufficientemente grandi si ha

(18) |lu— wli< (1 + C2) Blu, — u,] s% 1+ COD | — | > + Coel <¢’
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e dunque la sottosuccessione {u,} & di Cauchy in H'(Q) e ivi convergente verso
u*, essendo HYQ) chiuso in W4Q).
Si ha poi, per la continuita di 7 e dell’opelatore div,

bm7lw)= 707 diver=0  wg=

Osservazione. La dimostrazione del teorema pud essere data senza fare
uso della disuguaglianza di Poincaré (9). Infatti, se si pone, invece della (8), la
condizione [ |u,[*der=1 e se si osserva che non & restrittivo supporre

Q

[ Vu,:Vu,de<M Vn

(perché altrimenti la successione {u,}, data la forma di .7 e la (5), non potrebbe
verificare la (7)), si ottiene [lu, ||, < (M + 1)}, cioé lo stesso risultato della (10).
Procedendo poi in modo anologo al caso precedente, dalla (12) si ottiene, per 7, s
opportuni,

e, — ul? =|lu, — u, | + Blu, — u]

IDm, 2€ '

. D
<1 +22)u —us][2+§[|u,.—usllzs(l+2L)—’—"—')Hu,.—us!l2+7<s ,

che & identico alla (13).
Questo risultato permette di estendere il teorema a quei domini illimitati per i
quali valga ancora 'immersione compatta WQ)— L¥Q) (si veda [1], pag. 160).
A questo punto poniamo

G, t,2) = max.7 [u,v,t, 2]

ueHY@)

ed osserviamo che si ha ovviamente G(v,t, 3,) <G(v,t, 23) per A = .
Da questo risultato segue immediatamente il teorema di stabilita dato da
Davis e Von Kerczek in [6].

2 teorema di stabilita. Sia Q un dominio limitato. Valgono i seguenti
risultati

4
@ E® =%n u(z, t)|2<E©) exp [ GG, ¢/, )at’
0
e quindi il moto v(x, t) risulta asintoticamente stabile se si ha

t
EI_)IE{ [ GO, v’ Wdt' = — o,
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(ii) per ogni valore di v, esiste al pitt un valore 1*(v) della costante x per cui
G, t, 2*(v)) & integrabile, cioé per cui

| [ G, t, 2 ())dt]< + o0
¢

e quindi, se 1% 2%(v), G non e integrabile.

Omettiamo ovviamente la dimostrazione (si vedano [2] e [3]), osservando
comunque che essa sfrutta in modo essenziale I'esistenza del massimo di
Fu,v,t, 2], esistenza che é stata dimostrata per u e HY(Q).

Sia ora v un valore della viscositd. Ad esso associamo il numero

(14) i) =inf (1 lim [ GG, £, )dt = — o ¥524) @),
0

cioé Pestremo inferiore dei valori per cui lintegrale di G(,t,2) diverge a -
per tutte le viscositd v maggiori o uguali a v. E facile constatare che la funzione
X(v) & sempre monotona non crescente.

Mediante la funzione A(v) & possibile definire una seconda viscosita critica. Sia

(15) vg=inf{vt*/2)—\(v)} .

Grazie alla monotonia di A(v), vi esiste certamente e nel caso in cui A(v) sia
continua questo valore & individuato dalla relazione ;= 2.

Questo secondo limite di viscosita costituisce effettivamente un raffinamento
del precedente. Infatti v; risulta essere minore o uguale di vz. Cid & stato
proposto da Joseph ([3], pag. 19). Alcune imperfezioni nella dimostrazione ivi
data sono facilmente superabili rifacendosi alla esistenza del massimo dei
funzionali introdotti sopra.
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Abstract

It is studied the nonlinear stability of the generalized solutions of the Navier-Stokes
equations by the energy method introduced in [6] and tmproved in [2], proving the
existence of the maximum of the functional introduced in [2] Jor we H\Q). Moreover, it
18 given a more correct version of a comparison theorem, proposed in [3], between the
eritical viscosity in Serrin's theory, vy, and the critical viscosity vz of the improved
theory.






