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GABRIEL PRIPOAE (%)

Connexions de Schouten et de Vrinceanu sur des f-variétés ()

Introduction

Les connexions classiques de Schouten et de Vrinceanu ont été pour la
premiere fois étudiées en forme invariante dans quelques articles de S. Ianus et
I. Popovici [2], [3]. Il s’agit des connexions linéaires sur des variétés presque
produit, intimement liées & la structure du point de vue intégrabilité,
parallélisme des distributions, ete.

Nous avons généralisé [5]; » ces connexions, premiérement par 'addition d’un
certain tenseur de type (1, 2) et deuxiément en introduisant la classe des
connexions de type Schouten et de type Vrinceanu; toutes les considérations que
nous avons faites sont valables sur des variétés presque produit ou presque
complexes.

Dans cette Note on étudie les deux types de connexions pour la structure
canonique presque produit induite sur une f-variété. On met on évidence la
liaison entre Iintégrabilité de la structure et la connexion Schouten (2) et on
définit certains types de compatibilité des connexions avec la f-structure (3).

1 - Soit M une variété différentiable n dimensionnelle; (M) le module affine
[1] des connexions linéaires sur M; .7 (M) le module des tenseurs de type (r, 8);
pour .7 §(M) on utilise la notation .2"(M). Tous les objets géométriques sont de
classe C~.

On suppose que M est un f-variété, donc qu'il existe fe .7 IM) t.q.

F+r=0.

(*) Indirizzo: 209, Rue Mosilor, Bl 17, Se. II, et. 8 apt. 43, Sect. 2, 70314 Bucarest,
Roumanie.
(**) Ricevuto: 15-1V-1985.



196 G. PRIPOAE [2]
En notant [ = —f% m=f2+1, on a [9]
l+m=f P=1l mif=m Im=ml=0
if=f fm=mf=0 [fll=-1 [fm=0.
Soit P=2f*+1.
Il résulte P?=1, donc P est une structure presque produit sur M. Elle définit

deux distributions globales complémentaires (4 'aide des p1 ojecteurs m et 1),
quon va noter par & et &',

’Dans ce qui suit Ve (M), B,D e 7 YM) seront fixés.

On appelle connexion Schouten généralisée une connexion linéaire V définie
par [5];
(1.1 VY = mVymY + IV4Y + B(X, Y) avec

1.2) mBX,mY)=IBX,lY)=0.
La conmexion Vrdnceanu généralisée V est définie par [5);

1.3) ViY = mV,ymY + IVlY + m[iX, mY]+ ifmX, Y]+ DX, Y) avec

1.4) mD(mX, mY)=1D(X,1Y)=0.

Proposition 1.1. Par rapport & la f-structure, les relations (1.1)-(1.4)
s'écrivent

VY = VyY + 2V Y + Vi f2Y + 23V Y + B(X, Y),
f*BX,Y)+BX,f*Y) +B(X,Y)=0,
ViY = ViV + Vg f2Y + Vi f2Y + VegY + ﬁVXY + 1V Y
+AVRPY = [fX, Y] - [F2X, Y1+ X YT - FLPX, YT+ DXL YD,

D&, f2Y) +fAD(f*X, Y) + f*D(X, Y)
+ D(f*X, f°Y) + D(X, f*Y) + D(f*X, Y) + DX, ¥) = 0.
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Remarque 1.2.1. Soient
Pe:EM—FM), ps(V)=Y, pp:&@M)—FM), pp(V)=V.

Les relations (1.2) et (1.4) sont des conditions necessaires et suffisantes pour que
pp et Pp soient projecteurs.

Remarque 1.2.2. pg°Pp=pPp si et seulement si
BX,Y)+DX,f*Y)+ DX, Y) + 2/*D(X,f*Y)=0.

Remarque 1.2.3. ppoPs=7pp si et seulement si B(f?X,Y)=B(X, f2Y).

2 - Parallélisme des distributions & et &’. Intégrabilité de la f-structure

Une distribution .%s’appelle paralléle par rapport ¢ V si pour tout X € .2 (M)
et Ye¥ onaVy¥e?

Remarque 2.1.1. La distribution & est paralléle par rapport & V si et
seulement si pour tout X,Ye 2°(M) BX,lY)=BX,Y).

Remarque 2.1.2. La distribution &’ est paralléle par rapport & V si et
seulement si pour tout X,Y e Z2°(M) B(X,IY)=0.

_Remarque 2.1.3. Les distributions & et &' sont paralléles par rapport
a V si et seulement si B=0.

Proposition 2.2. Les affirmations suivantes sont équivalentes:

G) & et &' sont paralléles par rapport a V.
() VgP=0 pour tout X € %" (M).
(i) Vg2=0 pour tout X € Z(M).
(iv) DX,Y)=IDmX,lY)+mD(X,mY).

Dém. (iD)<e(ii) est évidente. Dans [5] on montre que @) <(@i)<
DX, Y)=PD(X, PY)=—D(@PX,PY) ce qui nous méne & (iv).
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On sait que les distributions & et &' sont intégrables si {[[mX, mY] = 0 resp.
m[lX,[Y]=0. Le tenseur de Nijenhuis est

NX,Y) =[fX,fY]-fIfX, Y]~ fIX,fY]+ X, Y.

Deux théorémes de [7] nous assurent que la f-structure est partiéllement
intégrable (resp. intégrable) si et seulement si N(IX,IY) =0 (resp. N=0).

Proposition 2.3. Soit
B'X,Y)=BX,Y)-B(,X) t.q. BB(mX,mY)=B'(IX,IY)=0

et soit V de torsion
T=a®I-IQ@a+8Q0m—m®F; a,fe.7UM).

Alors les distributions & et &' sont intégrables.

Dém. On a [X,Y]=VyY ~ VX —a(X)- 1Y + «(¥) - IX - BXomY + p(Y)ymX
et avec (1.1) on obtient c.q.f.d.

Corollaire 2.4. Si B est symétrique et si V est sans torsion (ow sémi-
symétrique) alors les distributions & et &' sont intégrables.

Proposition 2.5. Soit B=0 et V sans torsion. Si
@.1) NI =f Ve XD,
alors la f-structure est partiéllement intégrable.
Dém. Par simple calcul on obtient
NX, V) =a(fX,Y) - a(fY,X) - foX,Y) - fa(Y, X)

ot on a noté aX,Y)=f(Vif)(fY). La relation (2.1) satisfaite signifie
a(fX, 1Y) =fa(lX,1Y), ce qui implique N(IX,lY)=0.

De la méme maniére on démontre la
Proposition 2.6. Soit B=0 et V sans torsion. Si
PO =V XD,

alors la f-structure est intégrable.
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Remarque 2.7. Dans [6] on montre que, étant données deux
distributions globales, il existe une connexion affine qui les fait paralléles; si en
plus le systéme est intégrable, alors la connexion est symétrique.

Pour les distribution & et &' définies dans 1, nous avons une sorte de
réciproque: il existe V la connexion de Schouten classique (pour B =0) t.q. & et
&' soient paralleles. Si en plus V est sans torsion, alors les deux distributions
sont intégrables.

3 - Connexions compatibles avec la f-structure

Soient les sous-modules affines [1] de #@M) C,,Cs,...,C; définis
respectivement par

Vxf=0 Vif*=0 (Vx(fV=0
fVxf)=0  AVxfH=0 (xAHUN=0 (Vi HIf)=0.
On dit que V est (0)-compatible avec fsi VeC;, 1=1,...,7.
Remarque 3.1.1. Nous avons les inclusions
Cs YC’s
. - ¢, €

\04\07

—r Yo

Remarque 3.1.2. VeC, si et seulement si B=0.

Remarque 3.1.3. Une caractérisation similaire pour Ve C, est donnée
par la Proposition 2.2,

Remarque 3.1.4. 8i Ve(C,, alors
V=V+B, Vy¥=VyY [/ f]-[fX,Y1+1X, Y] +AX, Y1+ DX, ).

Remarque 3.1.5. Ve(C,; si et seulement si B=0 et Ve (..
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Remarque 3.1.6. VeC, si et seulement si a Heu (iv) de la Proposi-
tion 2.2. et

DX, fY)—fDX,Y)=f(Vex YY) = ImX, f Y]+ fImX, Y]
En particulier, si Ve C; et si DX, Y) = — {[mX, IY] - m[IX, mY], alors VeC,.

Remarque 3.1.7, Conformément & la Proposition 2.6 si B=0, T=0 et
V e C;, alors la f-structure est intégrable.

Dans [4] est donnée une caractérisation des connexions de C;. Nous allons en
trouver une analogue pour C, et pour un sous-ensemble remarcable de C,.

Une connexion V s’appélle connexion (*) par rapport a la structure presque
produit P si [5]3

PVyY — Vpy¥ =4(PIX, Y] - PIPX, PY] + [X, PY] - [PX,Y]).

On note Z (M)g = Impg, 7 (M)p =Impp et 'ensemble des connexions (*) de C,
avee C% (Ici il n'est pas néeessaire que pp et Pp soient projecteurs, cf. 4 la
Remarque 1.2.1.)

Proposition 3.2. On a les relations
C,= U (Z 05| B e 7300 vérifiant (3.1)}
B

ci= U {(Z 00| D e 7Y vérifiant (3.1))
on

6.1 fBX,Y) + BX, f*Y) + 2*BX, f*Y) = 0.
Dém. On utilise deux résultats de [5]s.

Remarque 3.3. Un tenseur B satisfait (3.1) si et seulement s’il existe
B' e 7{M) t.q.

B(X,Y)=B'X, ) +f*B'X, V) + B'X,f*Y) + 2f*B'(X, f*Y).
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Summary

In this paper are studied the Schouten and Vrdnceanw's connections, defined in the

natural almost product structure of a f-manifold. We also establish some relations
between the integrability of the structure and the Schouten’s connections and define some
new types of compatibility of connections with the f-structure.






