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M. DE SALVO ¢ D. FRENI(®

Ipergruppi finitamente generati (**)

1 - Ipergruppi finitamente generati e teoremi di struttura

Per quanto concerne le definizioni e le proprieta di carattere introduttivo,
nonché le notazioni proprie della teoria degli ipergruppi, si rinvia ai lavo-
ri [2]1, [8] e alla introduzione di [4]..

Proviamo le seguenti proprieta.

Proposizione 1.1. Sia H un ipergruppo e siano H,, H; sottoipergruppi
chiusi di H; allora H,u H, & un sottoipergruppo di H se, e solo se, H,c H,
oppure Hy c H,.

Dim. Sia H; U H, sottoipergruppo di H. Sia per assurdo H, & H,, Hy & H; e
siano weH;—H,, yeH,—H,. Poiche H,uH, & sottoipergruppo,
2oy cHyuH,. Quindi Vuexoy si possono avere due casi

(1.1) ueH, (1.2) ueH,.

Se ueH,, dauexoy, essendo H, chiuso in H, si ha y € H,, che & un assurdo.
Analogamente, se weH, segue x e H,, che & ancora un assurdo. Quindi,
necessariamente, H, ¢ H, oppure H, c H,. 1l viceversa & banale.

Proposizione 1.2. Sia H wun ipergruppo e sia K un sottoipergruppo
chiuso di H; allora il pia piccolo sottoipergruppo chiuso di H contenente H — K
¢ H.

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universita, via C. Battisti 90,
98100 Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 29-111-1985.
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Dim. Sia S il pitt piccolo sottoipergruppo chiuso di H, contenente H — K.
Proviamo che S = H. Certamente H = K u (H — K), per cui, poiché H — K c S, si
ha, a maggior ragione, H =K u S, quindi K U S & un sottoipergruppo. Pertanto
per la Proposizione 1.1, KcS oppure ScK. Ma S¢K, perché altrimenti si
avrebbe H—KcK. Quindi Kc S, da cui H=S.

Ricordando che in [4], si & posto per ogni elemento x di un ipergruppo
2= o e(x)™") si dimostra facilmente il

Lemma 1.1. Siano H wun ipergruppo, K e T sottoipergruppi parte
completa di H e S una parte non vuota di H; allora le seguenti proprieta sono
soddisfatie:

(1.3) VeeK 2 K;

1.4) ScK implica S"UcK  ove Sil= SKEJS st

(1.5) H(KoT) P co(ToK) ove (Ko 1= {p@) YxeK-T};
(1.6) VseS Fs'eSY tale che o(s)™ = o(s");

1.7 Vs’ eSH1 dseS tale che ¢(s") ™1 =o(s);

(1.8) #(S) = o(8)™*.

Osservazione 1.1. Ricordiamo che se A e B sono parti non vuote di un
ipergruppo H e A & parte completa, allora AoB e BoA sono parti complete.

Teorema 1.1 Se H & un ipergruppo ¢ K;, K, sono sottoipergruppt parte
completa di H, allora K oK, ¢ K50 K, sono sottoipergruppt di H se, e solo se,
KIOngKZOKl.

Dim. Per I'Osservazione 1.1, K oK, = o o(K; 0 Kp) = o7 (¢(K)) - o(Kp)) ed
analogamente KoK, = ¢ W o(K,) - o(K)). Quindi K;oK,=K;0 K, se, e solo se,
o(Ky) - o(K>) e o(Ky) - o(Ky) sono sottogruppi di H/B*, ovvero se, e solo se, K;o K;
e K,o K, sono sottoipergruppi di H.

Nota 1.1. Denotiamo con (S), lintersezione di tutti i sottoipergruppi
parte completa di H, contenenti la parte S di H; sia inoltre Pg 'unione di tutti i
prodotti di un numero finito di elementi che appartengono a S oppure a St

Teorema 1.2. Se S ¢ una parte non vuota di un ipergruppo H, allora
<S> =& (Py).



[3] IPERGRUPPI FINITAMENTE GENERATI 179

Dim. Proviamo che & (Ps) ¢ un sottoipergruppo di H. Sia {z, y} ¢ # (Py).
Allora 3(u, v) € P% tale che x € # (u), y € # (v). Pertanto

Loy CE (U)o (W)=% (uov) c # (Py).

Quindi # (Pg) & sottosemi-ipergruppo di H. Inoltre Jze H tale che xezoy.
Da zeZ () e yeZ () segue (@) =¢w) e oy)=¢@). Da xezoy
segue o(®) = o(2) - o(y), da cul ¢(2) = o(®) - o(y)™ = olu) - ()L {u, v} c Py im-
plica che F{ay, a, ..., a,} cSUSTY ed T{yy, 2, oory ¥} cSuS[‘” tali che
UEmoapo...omy, VEyoyeo...oyy Pertanto o) =ola)  olas) ... ola,) e
2(0) = o(r1) - 9(y2) * .. » o(y). Quindi

9(2) = plar) - plag) * oo plan) * 9(ym) ™ @lym—1) e ove - @)™
Per (1.6) e (1.7), 3{uy, ¢2, ---, i} ¢S USHY tale che

o(2) = olay) - plag) ...+ olot) - olay) - o) * v+ @(etn)

=‘c‘a(aloago“.oano‘uloyzo...o‘u.m).

Percid z€ # (ayoazo...0a0p0pp0... 0, € & (Ps). Analogamente si prova che
dwe & (Pg) tale che x € yow. Pertanto & (Ps) & sottoipergruppo parte completa
di H. Proviamo che se K & un sottoipergruppo parte completa di H contenen-
te S, allora K> & (Pg). Sia x € & (Py), allora 3t e Py tale che x e Z (b).

Da tePs segue che I{ay, ay, ..., a,} cSUSY tale che teaomo... oay.

Quindi () = (a0 0op0...0a,). MaVie {1,2,...,n}, per (1.4), «; eSuSt-icKe
pertanto Z(t) c #(K) =K, cioé ze K.

Def. 1.1. Se S & una parte non vuota di un ipergruppo H, diciamo che (S)
e il sottoipergruppo di H generato da S. Se S & finito, si dice che (S) &
Sinitamente generato. Se (S)=H diciamo che H & generato da S.

Osservazione 1.2. Poiché banalmente (H-—w)=H per qualunque
ipergruppo H, si pud affermare che ogni ipergruppo H tale che |H/g*|>1 &
generato da un suo sottoinsieme proprio.

Teorema 1.8. Sia S una parte non vuota di un ipergruppo H; allora
H=(S) se, e solo se, HIf* = {x(S)).

Dim. Poiché ¢ manda sottoipergruppi parte completa contenenti S su
sottogruppi contenenti ¢(S), si ha ¢({S)) = (2(S)); ma (S) & parte completa e
quindi (S) = ¢ H(S)) =0 ({a(S))), da cui la tesi.
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Def. 1.2. Se H & un ipergruppo finitamente generato da un insieme
costituito da un solo elemento, diciamo che H & fortemente ciclico.

Si pud osservare che se H & un gruppo, allora le definizioni di ipergruppo
fortemente ciclico e di gruppo ciclico coincidono.

Osservazione 1.3. Per il Teorema 1.3 e per la Def. 1.2 si pud affermare
che un ipergruppo H & fortemente ciclico con generatore « se, e solo se, H/g* &
ciclico con generatore o(x).

Corollario 1.1. Se H & un ipergruppo fortemente ciclico, allora ognt suo
sottoipergruppo & fortemente ciclico.

Dim. Sia H=({{x}) e sia K un sottoipergruppo di H. Allora, per
POsservazione 1.3, H/8* & un gruppo ciclico, e quindi K/8* & un suo sottogruppo
ciclico. Pertanto, ancora per 'Osservazione 1.3, K & un ipergruppo fortemente
ciclico.

Osservazione 1.4. Dalla Nota 1.1 e dal Corollario 1.1, segue che ogni
sottoipergruppo di un ipergruppo fortemente ciclico & parte completa.

Con dimostrazione analoga a quella del Corollario 1.1 il Teorema 2.11di [9] e
il Teorema 1.3 permettono di provare il

Teorema 1.4. Se H & un ipergruppo commutativo, finitamente generato,
ogni sottoipergruppo di H & finitamente generato.

Def. 1.8. Diciamo che un ipergruppo H verifica la condizione di catena
ascendente a parti complete, se ogni catena ascendente di sottoipergruppi parte
completa K, c Ky ¢ ... si ferma, cioe 3n e N* tale che K, =K, ;= ... ‘.

Teorema 1.5. Un ipergruppo H e ogni suo sottoipergruppo parte
completa sono finitamente generati se, e solo se, H verifica la condizione di
catena ascendente a parti complete.

Dim. Sia K;cK,cK;c... una catena di sottoipergruppi parte completa
di H. Sia K=uUK, per i=1, 2, .... Poiche i sottoipergruppi parte completa
sono chiusi, per la Proposizione 1.1, K & sottoipergruppo parte completa e quindi
¢ finitamente generato. Sia K=(S) con S={s, S, ..., Su} € sia
r=max {j/3s;e S, s;e K;}. Allora ScK,, da cui (S)cK,, ma poiche
K,cK={(S) si ha K,=(S). E pertanto K, = K,,, =.... Viceversa, esista per
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assurdo un sottoipergruppo K parte completa di H che non sia finitamente
generato. Sia e K, certo ({l})<K, quindi Fh,e K— ({h}) tale che
({m}) € {{h1, hs}) S K. Iterando il procedimento si trovano degli elementi
Ii, hs, ks, ... che determinano una catena ascendente di sottoipergruppi parte
completa: ({h}) S ({h, he} ) ({1, hs, hs}) E... che non si blocea mai.

Lemma 1.2. Sia H un ipergruppo e sia x un elemento di H di periodo finito
m, allora Yn e N* tale che 2" c wy si ha che p(x)|n.

Dim. Ricordiamo che si indica con p(x) il periodo di , cioe il pit piccolo
intero positivo m tale che 2™ c wy. Certamente 3{q, r} c N taleche n=m-q+r
con 0=sr<p(x). Se fosse 0<r<p(x), allora x"=x"""= (@10 &' CwhO &
=wyOa"=&(x");, cioe x"c &(x") da cui ZF(a")=Ha"). Ma 2"cwy implica
@) =wy, quindi a"c F(a")=Z(@") =wy, ciod 2 Cwy, assurdo perche
0=<7<m. Pertanto necessariamente r=0 e quindi n=m-q, cioé m|n.

Corollario 1.2. Sia x wun elemento di un ipergruppo H, allora
p(@) = ple(x)).

Dim. Sia p(@)=n e p(p(x))=m. Per la Proposizione 5 di [7]; m|n. Da
ple(®)) = m segue o(x)™ = lgp., ciod o(@™) = Ly, da cul &™ c wy; pertanto, dal
Lemma 1.2, n|m. Quindi m = n. Se p(x) = © e p(p(x)) = m < «, per quanto detto
prima 2™ c wy, da cui p(x) <m <o, ciod una contraddizione.

Lemma 1.3. Sia H un ipergruppo e sia & un elemento di H di periodo
finito m, allora V{s, t} c {1, 2, ..., n} con s#t, F(x°)n ZF(x)=0.

Dim. Sia per assurdo ue &%) n Z(xY); allora F(x) = F(u) = Z(*,) da
cui o(x) = o(xh), cioe o(2)* = o) pertanto, supposto s>1,
@) ' =@ ) =1y e quindi 2°'cwy, il che & assurdo perche px)=n e
s—t<m.

Teorema 1.6. Sia H un ipergruppo e sia x un elemento di H di periodo
© finito n. Allora ({x})= D), ove con il simbolo @ si intende wnione
disgiunta.

Dim." Per il Corollario 1.2, ple(x))=n, onde {o(x))=/{p(x), o(x)? ...,
o(x)"}.
Per quanto visto nella dimostrazione del Teorema 1.8, ({x})=o""({o())),
da cui ({z}), & unione delle retroimmagini degli elementi di {p(x)), cioe di
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o lo@) =F(@), o le(@®=Z@?...o7 (@) = Z(@"). Infine dal Lemma 1.8
segue Passerto.

Ricordiamo che un r-ipergruppe H & un ipergruppo tale che VeeH
|% ()] = r. Pertanto, discende subito dal Teorema 1.6 il seguente

Corollario 1.3. Se H & un r-ipergruppo ed x & un elemento di H di periodo
Sfinito n, allora [{({x})|=n-r.

2 - Prodotto diretto di sottoipergruppi

Proviamo le seguenti proprieta.

Proposizione 2.1. Se H & un ipergruppo commutativo, = un insieme di
numert primi e F_ insieme degli elementi di H il cui periodo é finito e contiene
solo fattori primi appaﬁenentz a =, allora F. & un sottoipergruppo parte
completa di H.

Dim. Siano {z, y} cF,, p(x)= repg L pl, py) = “gF-.. gy
con {pl, D2y eoey Doy Q1 Goy ovvs qs} cr. Sia t-— m.c.m. (1, m), certamente
t=aj-ap- ... o con {ay, ag, ..., o} C7m Siha (@oy) =2'oy' Cwpowy = wy, quin-

di Vzexoy z’ Cwy, da cui per il Lemma 1.2 p(2)|t e quindi ze F_. Cioe
(xoy)c F.. Inoltre FzeH tale che xeyoz. Proviamo che zeF_. Si ha
xtc(yoz)

=9yloz! Cayort =7 ('), ma x' c wy e pertanto wy = % (¢, da cui 2’ c wy e quindi
p(2)|t, clog z € F'.. Analogamente si prova che w e F'_ tale che x e woy; cosi F, &
sottoipergruppo di H. Inoltre Vu e wy p(u)=1=¢" Yge =, pertanto w e F_. Da
wy ¢ F. discende che F_ & parte completa di H.

Conseguenza immediata della Proposizione 2.1, ove si suppone = = {q}, & il
seguente

Corollario 2.1. Se H & un ipergruppo commutativo, g un numero primo e
F, Vinsieme degli elementi di H il cui periodo ¢ finito e potenza di ¢, allora Fy &
sottoipergruppo parte completa di H.

Nota 2.1. Dato un numero primo g, denotiamo con T, linsieme degli
elementi di H il cui periodo non é divisibile per q.

Proposizione 2.2. Se H & un ipergruppo commutativo € q un numero
primo, allora T, & sottoipergruppo parte completa di H.
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Dim. Siax,l'insieme di tutti i numeri primi diversi da ¢. Per la Proposizione
2.1, F_ & un sottoipergruppo parte completa di H. Proviamo che F.=T,. Sia
xveF,_, allora p(x)=py p-...-prove Vie{l, 2, ..., 7} p;€ =;; ma q ¢ =, cosi Vi
pi#q e g~ p). Pertanto x e T,. Analogamente si prova che T, cF..

Proposizione 2.3. Se H e un ipergruppo commutalivo e ¢, g2 SONO
numert prima distinti, allora FocT, e FocT,.

Dim. SiaxeF,, allora p(x) =g¢i. Certamente ¢:~ ¢;, e quindi gz~ p(x), da
cui x € T,,. Pertanto F,cT,. Analogamente si vede che F,cT,.

Proposizione 2.4. Se H & un ipergruppo commutativo e q un numero
primo, allora FonT,= wy.

Dim. Per il Corollario 2.1 e la Proposizione 2.2, F, " T, 5> wy. Viceversa sia
veF,nT,. DaxeF,segue p(x) = ¢’ x e T, implica ¢~ p(x). Percid g~ ¢* il che &
assurdo a meno che non sia 2=0, cicé p®)=1 e quindi x € wy. Pertanto
F,nT,coy.

Corollario 2.2. Se H ¢ un ipergruppo commutativo e = & un insieme di
numert primi, allora Yge= st ha FynF _ = wy.

Dim. Per definizione F._ (= {x e H/p(x)=pi-p3-...-py con {p;, s, ...
oy Pr} €= {q}]}, pertanto F._ cT,. Allora FynF__ cFenTy=wy. Vice-
versa, per la Proposizione 2.1 e per il Corollario 2.1, wg cFynF__(,.

Lemma 2.1. Sia H un ipergruppo e sia x un elemento di periodo finito m;

allora se slm si ha Yu e x® plu) =m/s.

Dim. Poniamo m/s=+%. Si ha (2°)' =% = &™ c wy. Pertanto Yu € &° %' c wy.
Sia g<t, allora sg<st=m e quindi % c (x*)7=x" ¢ wy perche sq<m=p(x).
Cosli p(u) =1t.

Teorema 2.1. Se H & un ipergruppo e x & un suo elemento di periodo
finito r-s, allora Yuex™ {({u}) & sottoipergruppo di ({x}).

Dim. p(x)=1rs implica, per il Lemma 2.1, p(u)=s. Per il Teorema 1.6
{u}) = q@lg/(uq); ma wex implica w'ca”, da cui Vge{l,?2 ..., s}
Zw)=Z@"). Ma ({z}) =@ &) e, poiche Yge (1,2, ..., s} rg<rs, si ha
({u}) = .,@1 F(ur) = q@ F@ ¢ ® F() = ({a}).
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Def. 2.1. Sia H un ipergruppo e sia {K:};c; una famiglia di sottoiper-
gruppi di H. Diciamo che H & prodotto diretto della famiglia {K;}ie1, S€ sONO
soddisfatte le seguenti tre condizioni:

2.1) Viel K; & parte completa di H;
2.2) H=(UK);
(2.3) Viel ij(iengi) =ty .

In tal caso si scrive H = ]@ K.

Dal Teorema 1.1 e dallOsservazione 1.1, si deduce la

Osservazione 2.1. Se H & un ipergruppo commutativo e K, Ky, ..., K,

sono sottoipergruppi parte completa di H, allora (C)Kz) =o f[ K;.
i=1 i=1

Teorema 2.2. Se H & un ipergruppo commutativo di torsione, cioé tale
che tutti i suoi elementi hanmo periodo finito, allora H= @ F,, ove
Py={q primi /3x e H tale che qlp(x)}. e

Dim. Se H & un ipergruppo commutativo di torsione, H/8* & un gruppo
abeliano di torsione, quindi H/8* & prodotto diretto delle sue componenti
primarie S,, ma per il Corollario 1.2, per ogni primo ¢ si ha S, = ¢(F,), e quindi
per il Lemma 3.1 di [4]; segue la tesi.

Proposizione 2.5. Se H & un ipergruppo ciclico, allora H & fortemente
ciclico.

Dim. Sia H ciclico con generatore x. Allora Vy € H 3n € N* tale che y e 2,
ma @"cF@")CE(P) ove Py= U (y(tiotpo...0t,), e quindi, per il
neN*

Teorema 1.2, y € {{x}), cioé H & finitamente generato da {x}.

Osservazione 2.2. Si noti che, in generale non vale il viceversa della
Proposizione 2.5, come mostra l'esempio seguente di ipergruppo
H=({a, b}, o), ove: liperoperazione «o» & aoa={a}, acb=boa= {a, b},
bob={b}, e H & un ipergruppo fortemente ciclico, ma non & ciclico.

Tuttavia se H & un ipergruppo completo tale che |H/pg*| < oo, allora H
fortemente ciclico implica H ciclico. Infatti se H = ({x}), per 'Osservazione 1.3,
H/p* & un gruppo ciclico con generatore g(x). Allora Vy € H, poiche H/g* é finito,
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dneN tale che o(y) = ¢(x)", da cui ye & (") = a", pertanto H & ciclico con
generatore x.

Proposizione 2.6. Sia H un ipergruppo; allora si ha
(2.4)  se |[H|<3, H ¢ fortemente ciclico;
(2.5) se |H|=4 ¢ H non ha struttura di gruppo, H & fortemente ciclico.

Dim. Dallipotesi segue che |H/8*|<3, e poiche tutti i gruppi di ordine
minore o uguale a tre sono ciclici, per I'Osservazione 1.3, segue la tesi.
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Summary

In 1 we introduce the finitely generated hypergroups and characterize their structure,
considering in particular the hypergroups generated by a singleton (strongly cyclic
hypergroups).

In 2 we extend to hypergroups the notion of direct product and generalize a known
result of group theory to commutative torsion hypergroups.



