Riv. Mat. Univ. Parma (4) 2 (1986), 157-165

GIULIANA GIGANTE (%)

Sulla coomologia di varieta pseudohermitiane

con torsione nulla (*%)

1 - Introduzione

In [5] S. Webster ha preso in considerazione particolari varietd M
(dimM =2n +1) dotate di struttura di Cauchy-Riemann integrabile e non
degenere; in particolare esse hanno un sottofibrato del fibrato tangente le cui
fibre sono spazi vettoriali complessi di dimensione #. Dopo aver esposto in 1 la
struttura pseudohermitiana introdotta da Webster, definiamo in 2 i gruppi di
coomologia orizzontale Hj e H%? per tali varietd, con l'ulteriore condizione che
esse siano fortemente pseudo-convesse e con torsione nulla e proviamo, con
Paiuto di un operatore di Laplace adeguato alla struttura pseudohermitiana, che
Hj, possiede una struttura di Hodge, ovvero che

Hy= @ Hp* e Hp'=Hj>
prg=r
In 3 proviamo un teorema di annullamento per H}, sotto ipotesi di positivita
per la curvatura di Ricci della struttura.

1 - Preliminari

Sia (M, w) una varieta pseudohermitiana di dimensione 2n + 1, cioé M & una
varietd differenziabile, w & una 1-forma globale reale e, per ogni punto xe M,
esiste un intorno aperto U di x ed n 1-forme complesse w',...,w" su U in modo
tale che w,w',...,w",w',...,w" (w*=w=) formi una base per le 1-forme complesse

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Universita, 43100 Parma, Itaiy.
(**) Ricevuto: 11-11-1985.
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su U. Si richiede inoltre la integrabilita della struttura
dw=0 mod.w,w" dw =0 mod.w,w
e che (M, w) sia non degenere nel senso seguente: se
dw = ig,; w* A W +w A (5, w* + 1z %)

con 7; = 74,, dove g,; & hermitiana (g,; = ¢4 = gz, poiché dw & una 2-forma reale, si
richiede che (g,;) sia non singolare in ogni punto.
Se (g, & definita negativa, (M, w) si dice fortemente pseudoconvessa.
Osserviamo che su U & possibile scegliere le w',...,w" in modo tale che si
abbia pitt semplicemente

dw = ig;w* A W’
Infatti, se
dw=1gzw"* AW +w A (g, W' + W',
basta prendere w*=w'*+v*w dove v*=—1>,g"n; e (¢ denota la matrice
inversa di (g.). ’

Osserviamo anche che, se consideriamo ammissibili tutti i dati (U, w?,..., w")
tali che su U sia dw =1g,;w* A w”, otteniamo una collezione che soddisfa le tre
condizioni seguenti:

) M= U U.

(@ Per ogni coppia 4, j per cui U;nU;# 0, si ha
wi=(A),,wi dove Al:U;nU;— GL(n,0).

3) La collezione suddetta & massimale tra le collezioni che soddisfano (1)
e (2). ’

Una collezione come sopra si dird struttura pseudohermitiona.

Dare una struttura pseudohermitiana equivale a dare un fibrato vettoriale C*
su M, definito dal ricoprimento U; e da funzioni di transizione (A%). Il fibrato
duale definito rispetto allo stesso ricoprimento U; dalle (A% viene denotato con
T mentre il fibrato definito da ‘(4% & TO.
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1l fibrato somma diretta di 7, 7! e del fibrato complesso banale di rango 1
¢ equivalente al complessificato del fibrato tangente di M. Infatti, una struttura
pseudohermitiana definisce un campo X di vettori tangenti su tutto M, tale che

wX)=1 wiX)=0 w}X)=0 su ogni U;.

11 fibrato complesso di rango n dato dalle (4)) & il fibrato delle (0, 1)-forme 7,
mentre il fibrato coniugato ¢ il fibrato delle (1, 0)-forme 74°. Nel modo consueto,
si ottengono i fibrati delle (p, ¢)-forme

PP = AP 21O Q AT OY,
Notiamo che il fibrato delle r-forme 7" su M & equivalente a

ANCBDHUWOD KON =5 200+ 3 %P9,
pro=r prg=r-1
U™ e UP9 denoteranno rispettivamente lo spazio delle sezioni di 227 e di Z®9,
Alla nozione di struttura pseudohermitiana & collegata una connessione [5] la
cui torsione & data da una (0, 1)-forma. S. Webster prova [5] che su ogni U; si
trovano delle 1-forme (wj3); e delle 1-forme (=%); determinate in modo univoco dalle
seguenti condizioni

dwi= ! A (W5 +w A 7 #=0 mod. w!
dg.s — (WDigys — g5 (wh; = 0.
In U;nU; le 1-forme (wj); si comportano nel seguente modo

(A )+ (AAD,5 = (D) (A,

Inoltre in [5] viene messo in evidenza il tensore di curvatura definito localmente
da (dwj).; = Ry.; + (W A w2),; dove Plindice v5 sta ad indicare il coefficiente di
w* Aw’. La condizione di forte pseudoconvessivita ci permette di considerare su
M la metrica riemmaniana seguente

ds?=w @ w — 1/2 (g, w* ® w’ + gz w* @ w).

Nel seguito (M, w) sard sempre dotata di tale metrica.
Vogliamo qui osservare che, con una saggia scelta locale delle forme w*
possiamo fare in modo che localmente sia g,;= —¢,.
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L’operatore 9:#%®9— 2®9*)  viene definito da 3 =rm,gnd dove mpg:
ggrrarl s 74097 & la proiezione canonica.

E facile provare che 32= 0 se p =0, mentre in generale si ha 3*% 0, eccetto
quando la torsione & nulla.
L’operatore &:U®?— U®eD denoterd Paggiunto formale di 3 definito dalla

equazione (35,4) = (5,94 per ogni o UP1 dove (,)= [{,)2dV, (,)

M
essendo il prodotto interno indotto sulle forme dalla metrica e dV 'elemento di
volume di M.
L’operatore di Laplace complesso & allora definito da

O=349+490.
In [2] & dimostrato che, se (M, w) & fortemente pseudoconvessa e compatta,
allora vale la decomposizione ortogonale, ovvero, esiste un operatore
N:U®?— U®? per ¢>1 completamente continuo e tale che o=DONg+ Hp
dove OHg=0. Nel caso in cui M & priva di torsione, la validita della
decomposizione ortogonale implica, nel modo consueto, che il gruppo

HPi = (e UP9dg = 0}/{3Y/y eUP1~D}

¢ isomorfo allo spazio {p e U®?/0¢=0}. Utilizzeremo tale risultato in 2.

2 - I gruppi di coomologia orizzontale
Sia X il campo di vettori globale definito dalla struttura pseudohermitiana di
(M, w). Il prodotto interno iy e la differenziazione di Lie Ly sono definiti cosi per
ogni e U™
('L.X ?) (Yl}' sy YT—I) = TQQ(X; Yly- (R3] Yr—l)

(Lx o) (Xy,..., ¥y = X(o(Ys,..., Y)) = 2 oY, X,vl,..,Y)

dove Yi,...,Y, sono campi di vettori tangenti di M. Ricordiamo che

= O (b) LX = 'l:X d + dix.

o)

(a)

Def. Una rforma ¢ si dice orizzontale se ixe=0 e Lxp=0.
Denotiamo con U}, lo spazio delle r-forme orizzontali. L’operatore d mappa U} in
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Uy, infatti

txdp = Lyg — digp =10 Lyde = diyde = 0.
Possiamo allora definire i gruppi di coomologia orizzontale

Hi={pe Uy/dp = 0}/{dg/p € Uy}

Osservazione. La mappa j:H;— H" data da j([ 1) =[ ] dove [ ]indica le
classi di coomologia, non ¢ in generale iniettiva, come mostra il seguente

Esempio. Sia B wuna varietd compatta di Hodge; rispetto ad un
ricoprimento aperto {U,} di B, la forma di Kéhler di B si serive y;, = 33 log A4,
con ;= |fy/* by dove S sono funzioni di transizione di un fibrato lineare olomorfo
su B. Su Uy X C consideriamo Pinsieme degli zeri di 7 = hyz[>— 1.

Sia M lo spazio ottenuto come quoziente di U (U; X C) modulo la relazione

(p,2) ~(p,2' )<z =f;2'; sia x: M— B la proiezione canonica.

La forma globale w data localmente su M da i37; e la struttura di Cauchy-
Riemann indotta su M da quella di B, mediante =", dotano M di una struttura
pseudohermitiana con torsione nulla. La coomologia orizzontale di (M, w) &
isomorfa, tramite ", alla coomologia di B. In particolare, la classe di coomologia
orizzontale di dw non & nulla, in quanto la forma di Kéhler non & coomologa a zero
in B.

In modo analogo alle r-forme, definiamo per le (p, g)-forme
Ug’:q) — {§9 IS U(p’q)/LXQD = O}.

Notiamo ora che, essendo M priva di torsione, Ly commuta con 3; infatti Ly
commuta con d e con le proiezioni r,,, dal momento che si ha

Lx?/l)=0 LXw“=—w§(X)w@
Definiamo allora
Hp? = {o € Updp = 0}/{3¢/y € URT1}.

L’operatore 8: U®?— U®*19 definito da d = n,.;,d commuta con Ly e quindi
mappa UP? in UP+L9, Inoltre 3%=0.
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Si vede facilmente che Poperatore ¢, aggiunto di 3 in U®? & — ix* ix * dove
* & Poperatore di Hodge di M; Paggiunto di 3 & 3= — ix*dix*.
Poiché Ly commuta con iy, 3,3, allora esso commuta anche con d e & quando si
provi che Ly commuta con *.
Cio risulta evidente se, fissato « € M, scegliamo in un intorno U di &, w',..., w" in
modo tale che wi(x)=0, g¢g;=—-34,nU.
Di conseguenza, Poperatore di Laplace complesso [ = 34 + 43 ed il suo coniugato
0 = 54 + 293 operano su UP?. L'operatore A di Laplace reale su M non opera
su U, ma possiamo definire Voperatore di Laplace reale orizzontale
Ap=3,d +dé, dove &, = —iy*diy* & Paggiunto di d su U,
Osserviamo che d =23 + 8 mod. w; pertanto sihasu U} d=9+3 e & =4+ 4.
Dunque, sulle forme appartenenti ad U? si ha

Ap=0+T +39+ 393+ 33+ 8.
Analogamente al caso Kéhleriano complesso, definiamo P'operatore ausiliario A:
se o= @I T pup g 5 WA o AW,
Ap=((p = DU — DY T g 0yt W2 A oo AW,

Scegliendo ancora w',...,w" intorno al punto xe€ M in modo che g;=—4¢, e
wi(x) =0, si dimostra facilmente che Lyo=0 implica LyAp=0; pertanto A
mappa UPY in UP?.

Inoltre si verifica, come nel caso Kihleriano, che

AN — A3 =13 A — A3 = —1id,

- da cui si deduce il seguente
Teorema 1. Si ha 38+83=0, O=0, 4,=20

Teorema 2. St ha

Hp'={oeUpNOe=0} perq=1, H;={peUjdp=0}.

Dim. Siccome Ly commuta O, allora Op=0 implica che [OLyp=0;
inoltre, dalla decomposizione ortogonale citata in 1, si ha: se Lyp=0 e
»=0ONg+ Hp, allora LyHy =0, ovvero ogni classe di coomologia orizzontale
contiene una forma armonica orizzontale.

Viceversa, se ¢ & una forma armonica orizzontale fi-coomologa a zero, allora
essa & nulla identicamente. Con cid resta provato il primo fatto.
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Sia ora ¢eU;, e Me=0. Essendo dp=0, dp=0, ixg=0, Lyp=0, ¢
definisce una classe di H}. Se [¢], =0, allora o = dy con &,dy = 0, da cui si deduce
dy=0. Viceversa, se ¢ individua una classe di Hj, allora ixp=0 e Lyp=0.
Dunque, o= 3 a,, con a,,€ UP?. Sia Hg= 3, Hay,,; si ha

ptg=r prg=r
A Ho= 3 MHopy=2 % OHap,=0

prg=r pHg=r

ed ovviamente
iyHo=0 LyHp=0.
E ora facile provare il

Teorema 3. Su una varieta (M, w) compatia, fortemente pseudoconvessa
¢ priva di torsione, si ha

Hyo =Hj» H,= @ Hpe.

pHg=r

3 . Un teorema di annullamento per H}

Scopo di questo paragrafo & dimostrare il

Teorema 4. Sia (M, w) wuna varietd pseudohermitiana compatta,
fortemente pseudoconvessa e con torsione nulla e curvatura di Ricci definita
positiva. Allora H}=0.

Denotiamo con V la connessione definita sul fibrato tangente olomorfo dalle
forme w3 cioe se X,Xi,...,X,,Xi,...,X; & la base duale di w,w',...,w",
wh,...,w" in un aperto U di M

VX, = wiX) X,.

Sia ¢ una (0,1)-forma su U: =X ¢; w* Consideriamo il campo di vettori Le*X,
dove ¢*=g*o; In U vale la seguente identita di Ricci '

(VuVe =V V) o' = [X,, Xplo" — B¢’ — i X) 959"
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Infatti
V.Vio' =V (X;¢" + ¢* wi(Xp)
=X X30" + (X3 o) wi(X,) + (V) wi(Xp) + ¢* V,(wi(X5))
ViV.o' = VX, o" + ¢ wi(X))
= XX, " + (X, ) wiXp) + (Vag) wilX,) + ¢ Va(wi(X,);
pertanto

(VGV;; - V;; V.) ¢
= [X,, Xal o7 + T V. wi(Xp) — VawiX,) + wiXp) wiX,) — wi(X,) wiXp)],
da cui si ottiene subito la nostra identitd tenendo conto della formula che
definisce il tensore di curvatura (vedi 1). Notiamo qui che, se f & una funzione C®
su M, prendendo i coefficienti di w* A w? nell’espressione di d?f in termini di

w,w*, w* si ha

[X,, Xp] = = 2wl (XD X, — S) (X)) X; — g, X.

Dim. del Teorema 4. Per semplificare, scegliamo localmente w!,...,w" in
modo che g,;=— ¢,
Sia ¢ una (0,1)-forma C* su M; definiamo i due campi di vettori dati localmente da
E=&X, dove &=V, gp“?,
n=3nX; dove 7i=V,o o~
E facile verificare che
dive=3>V, & div n =3 V%

dove div indica la divergenza nella connessione riemanniana.
Si ha inoltre

A) divE- = 2 (Vavﬁ - V,@ V) ¢* '?7_5"— < do, 79§°>:c_ < é?” é@>:c + EVW“ VT?;
o a8
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Infatti si ha

(3¢, dp), = 2 (V¢ = Vi) (Vigh — Vs9%)

<”~9§97 "9‘?>x =(- Zva ?a) y ( - Zva ’Pa)-

Fissato x € M, possiamo scegliere U in un intorno V di «,%",..., w" in modo che sia
ancora g,; = — é,;in U e che inoltre sia wg(x) = 0. In tal modo utilizzando lidentita
di Ricci e la condizione Lyg =0, la parte destra di (A) diventa, nel punto z,

— (3¢, 3p)z = (99, 90)e+ IVit® Vi — Ros o' .
P
Dunque integrando (A) su M e tenendo conto che, per ipotesi
~ R 08>0 VEeC”, si ottiene (3¢, dp) + (dp, dp) =0 dove I'uguaglianza
vale se e solo se p=0. Se ne deduce che

{pe UPPMOp=0} = {0},

che implica, in virtu dei risultati di 2, Hi=0.
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Summary

After defining the <horizontal cohomology», related to the pseudohermitian structure
of a strongly pseudoconvesx, compact manifold M with torsion zero, we prove that there is
a Hodge structure. Furthermore, we prove a vanishing theorem for the first horizontal
cohomology group wnder positivity condition for the Ricci pseudohermitian curvature
of M.
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