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G. LoMBARDI « R. REBAUDO (%)
Matrici diagonali con correzioni di rango & (**)

1 - Matrici a k-albero

Una matrice T e C,,, sard detta a k-albero se

con We Cre 1=<k<n), U, VeCup_px, D=diag {dy.y, ..., d,}. L'insieme di tali
matrici sard indicato con %. In particolare, se k=1 la matrice T sard detta
matrice ad albero e Vinsieme delle matrici ad albero sara indicato con .7

Proposizione 1.1. Sia T € %, definita come in 1. Esiste S, non degenere,
tale che S7'TS=D + XY7?, con D diagonale di ordine n, X, Y € C,x.

Dim. Sia a#d;, i=k+1,...,n. Posto

Lo 04,

L=(l,,—D)' S= [LU -

si verifica immediatamente che S!TS=D + XYT con

I (W —al,+ VILU)T

IS v 1.

D= =1, X=[

(*) Indirizzo degli AA.: Istituto di Matematiche Applicate, Facolta di Ingegneria,
Via Bonnano 25/B, 56100 Pisa, Italy.
(**) Ricevuto: 6-11-1985.
(!) Qui e nel seguito O indica la matrice nulla delle dimensioni che, di volta in volta,
occorrera considerare.
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Proposizione 1.2, Sia A=D+XYT con DeC,. matrice diagonale,
X, Y € Cpup. Se il rango di X & k, esiste una matrice S € Cx,, non degenere tale
che STIAS=Te 4.

Dim. Sia W una sottomatrice di ordine & della matrice X, non degenere,
certamente esistente. Senza ledere la generalitad, si puo supporre che W sia
costituita delle prime % righe di X. Posto

D, o
0O D,

Y
con Dy, W, M e Crury Ds€ Comiyxioiy X, Y € Cppmpyxry Sia

w-! 0
- XW—I In—-k

w 0

S N [X In-—k

] onde Si={ 1;

si verifica immediatamente che S'AS=Te 7.

Corollario 1.3. Sia A come in 1.2. Se XY ha rango k, A & simile ad una
matrice T € 4. ‘

Dim. La tesi segue da 1.2, tenuto conto del fatto che X ha certamente rango
k.

1.4. Sia T e.%, di ordine %, definita come in 1, non degenere. Da 1.1 segue che
T=B+ZFT, ove

(W —aly)?
v

aly O

u pl Z=lgl F=I 1.

Se D non & degenere; & possibile scegliere « in modo che B sia non degenere. In
queste ipotesi, per il caleolo di T-! pud essere usata la formula di Woodbury [1]

T'=B'-B!Z{I,+F'B'Z)'F'B™!

(la matrice C=1,+FTB!'Z = l(W —VTD-1U) & non degenere, se e solo se T &
non degenere [1]). *
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Il vantaggio di tale formula & quello di calcolare l'inversa di T servendosi,
sostanzialmente, dellinversa di una matrice di ordine k. Tenendo conto delle
definizioni precedenti, si ha

-D'UCct «D+DUCTTVEDT

o

Twlzl[ c! - C'VrD! }

Per k=1, in particolare, si ha

1 . Tf)——l
T=8| D1y D—luvTD'1+%AD-1

dove

B=(@— "D W) = (- 32

L.

Yo yr

] D'1u=[—u—2,...,dn

,UTD—l =

2 - Matrici ad albero

Sia T e.7 di ordine n=3. Posto (con ovvio significato dei simboli)

dy by...b,

_ d1 bT | C dg ...0
T=I[ c D]- ............ ’

Cy 0. dn

la formula ricorrente
i-1
P)=(d;— 2 Pi.,0)— ;b1 d;—2» (@=3,...,n)
j=2

Py(0)=(di— 2 (de—2) —C2 by

consente di calcolare il polinomio caratteristico P,(2) di T (e, quindi, anche
det T = P,(0)).
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Osservazione 2.1. Sia T .7, definita come in 2. Se esiste j, con 2<j<mn,
tale che ¢;=0 (b;=0), d; & un autovalore di T.

Dim. E immediata conseguenza della definizione di T.

Osservazione 2.2. Sia T € .7, definita come in 2. Se esistono Ly ey g, CON
2=4u<..<G=mn, tali che d,=...=d,=d, allora d ¢ autovalore di T di
molteplicita k — 1.

Dim. La tesi segue dal fatto che

PO)=det (T = 21) =10~ 2~ 3 e;by [[(d— )

Fiail

=@-0 T G=n-Seab [ G-

i1 iy

Osservazione 2.3. Sia T € .7 definita come in 2. Se T & ad elementi reali e
tali che b;c;>0 (i=2,...,n) allora i suoi autovalori sono tutti reali.

Dim. Posto A = diag {1, \/¢o/bs, ..., \Veu/b,}, si verifica immediatamente che
T=A"11TA & simmetrica.

Tenuto conto delle Osservazioni 2.1 e 2.2, nel seguito si supporra che la
matrice T sia tale che b;¢;#0 (1=2,...,7n) e che d;#d;, 1#j, 2<1, j<n. Non

lede la generalitd supporre, inoltre, che sia dy<... <d,.

Lemma 2.4. Sia T matrice ad albero reale, simmetrica e tale che
dy<...<d,. I polinomi

P=di=2, P)=(di—N(d—2—c,

Pi3)=(di—= 2 Pi(0) — C?ﬁ di—2) @<i=n)

verificano le seguenti proprietq:

(@ P, 1=r=n, ha r radici reali e distinte,
(b) perr=2 se ay,...,« sono le radici di P.(2), st ha

<t <a<dsg<... <oy <d.<a,.
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Dim. La proprieta (a) & ovvia per » = 1; per r = 2 le proprieta (a), (b) sono di
verifica immediata. Supposto che esse siano verificate per r=k, siano g, ..., B le
radici reali e distinte di Py0). Per lipotesi di induzione risultera
Bi<dy<Bo<ds<..<B <dp<B; me segue che sign P..,(8)=(—1),
1=1,..., k. Poiché inoltre hr_ri P Q)=+ o, hrg (=D PLaQ) =+, Py
ha k+1 radiei  reali . distinte all,ﬂ.‘.. ) Okl Si osservi  che
PiiaO) =y = D PO+ G J](d;—2) & i polinomio caratteristico della
sottomatrice di T, ottenuta considerando le prime k+1 righe e colonne; ne
segue [7] o, =<=dy<or=<...<o =dps;=0ps1.

Tenuto conto dellipotesi di induzione e del fatto che di.y>d; (=2,...,k)
sard Prad)#0 (i=2,...,k+1). Ne segue pertanto che a<da<ap<...

Lo <dpy; <ogsr-

Lemma 2.5. Siano [T, Py(}),...,P,(0) come in 2.4. Se ac R ¢ tale che
Pla)=0 con 1<r=mn, allora Pla)-P, () <0.

Dim. Per r=2 l'asserto segue dallo studio diretto dei polinomi P,(2), Ps(2).
Supponiamo allora che f#,...,5 slano le radici di P,(2) e che risulti
Pi3)- P (B)<0 (i=1,...,k).

Se oy, ...,o. sono le radiei di Pr(0), per 2.4 si avrd g <d<...
<o <y <djaq € Piyila) #0 (i=1,...,k+1).

Poiché lim Py ;0) =+, sard sign Pia(a)=(—1)". Da Pp,0)

e k 2 k
=(drs1 = D P0) — ki [1(d;—2) segue Pyla) = 7 G [1d;—a) e, quindi,
2 k+1 T % j=2
sign P(a;) = (— 1)L Si conclude  pertanto  che  Pryy(e) - Pile) <0
(G=1,...,k+1).

j=2

Teorema 2.6. Siano T, P,0),...,P,0) come in 2.4. La successione
dl pOlinO7ni QO()*) = (—— 1)nP7l()‘)7 Ql()\) = (_ 1)’1_1Pn——1()\)3 ceey Qn—l()\) = Pl()*)’
Q.(2) = 1 costituisce una successione di Sturm per Pequazione caratteristica di T

(21, (51

Dim. Q) ha, per definizione, le stesse radici di P,0), polinomio
caratteristico di T e, per 1.6, tutte con molteplicitd uno; @,(.) & diverso da zero
per ogni valore di ).

Se « € R & tale che esista » con 1 <r=<n — 1, per cui @,(«) =0, tenuto conto di
2.4 e della definizione di Q,(2), si ha Q,_1(a) - @,+1(z) <0. Se, infine, « & tale che
Q(e) =0, per 2.5 risulta Q) - @1(x) > 0.
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3 - Esempi

Negli esempi che seguono n=3 & l'ordine della matrice considerata.

3.1 — Sia
1 -1 -1 ..—1
i i (1)(1) -1 3-n 1 1
— l=_1 121 1 8-me 1
T=|10 10 T=ggt L 2one 1
1001 o L sem

Il polinomio caratteristico di T & PQ)=1—-)"2D2—-2x—(n—2)],

det T=2—n ed i suoi autovalori sono 2 =1+Vn—-1, X=1-Vn—-1,
)\3': cee = )‘n =1.

3.2 — Siano a, be R — {0} e sia

¢ a a-a
a b 00
T=]a 9 b0
a 0 0.+

11 polinomio caratteristico di T ¢ P =B =" 2[(a =B -1 —(n~1)a*] e
gli autovalori sono

=2(@+b+ V) de=2(@+b- VD)

(con ¢=(4n —3)a®—2ab+b%, 33=...=2x,=b; si ha inoltre det T =ab"2[b—
(m—1)al. Se det T#0, posto a=a[(n—2)a—b),

- ab ag) ab
-1 . 1 ab @ — —a?
R o) B Lo o
ab —-a® -—d® x
3.3 - Sia
1 2 3--n
2.2 0-
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nin+1 .
Posto s= ( 5 )-2, si ha det T=—snle
_1 1 1 N 1
1 (s—2)/2 -1 -1
Tt =% 1 -1 (s~2)3 - -1
1 -1 -1 (s ~n)n

Se 2y, ..., 2, sono gli autovalori di T, per 2.4 si ha 3 <2< <3< iz<...

<n—1<k <n<2,; poiché detT<0, ,,<0, essendo 7=3, [T
n—2 1 1 3 - 4

. pp - <<= y , A — .
S he segue 5 ITY.=< 1°© quindi, A; =< 3

=1
_2+

3.4 — Siano a, b, ce R— {0} e sia

Se T non & degenere, posto: a=belc—(n—2)b], B8=—aclc—(n—2)b],

6=aclc—m—2)al, y=—aclhb—a), e=alb—a)c—(n—3)b], n=0ablb—a), si
ha

I  polinomio caratteristico‘ di T ¢ PRO=(C—-0"{-2+@+b+c)x?

+[(n—2)a*+ ) +a*—ab—ac—bclr+alb—a)c— (n—2)b]} e
det T=ac"3b— a)lc— (n—2)b].



154 G. LOMBARDI € R. REBAUDO [8]

3.5 — Sia
1 1 1 1 3—n 1 1 1
1 -1 1 1 ) -1 0 0
A=l1 1 -1+ 1 onde Al=gl 1 0 -1 0
1 1 1--1 1 0 06—

Il polinomio caratteristico di A & PQ)=(— 1" 20+ 2" 2+ 2 —n) 2 —2]; gli

autovalori sono 2, = —%—(n —2—-Vaui—4dn+12), i= %(n —24+VnE—4n +12),

d=...=x=—2 e det A=(—1)*"1-2"!, Infine, un sistema ortonormale di
autovettori di A & costituito dalle colonne di

© -1 - 0 0 0

Oa=108 Go—1Mg 1 1 1

W=_1 Gi—DiB Ue— DB &l & e g

[ B A S =
Ca=1B Oo=1)/8 i} o} ap-2

Gr=V¥E=20+n Bo=VN—2x+n a i=1,...,n—2 e =1 sono le radi-

cil (n— 1)-sime dell’unitd).

3.6 — Sia A, di ordine 7, definita come in 3.5, e sia B e C,ixp Sia

Se W e la matrice degli autovettori di A, posto W=w® 1, risultera, con ovvio
significato dei simboli,

WTMW = diag {1, B, 2B, —2B,...,—2B}.
Se w1, ..., sono gl autovalori di B, gli autovalori di M sono allora
i, 1=1,...,m, j=1,...,m} [3]
3.7 — Siano  AyeRy tale che a;=1-¢; 1=4, 5=k XeRypx
2;=1, 1=i=n—k, 1=j=<k. Si consideri la matrice a k-albero di ordine n

A X7
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Si ha allora

ove: Be R, & tale che by =
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1 1 [B XT]
En—-k-1D+1X C7’
/n—k—l se 1%£]

N[k -Dm—k-D+1  se i=j,

-k se 17#j]

CeRy_pyxp-n € tale che ¢;=

(1]

(2]
(3]
[4]
[5]

(6]
(7]

=

B oo

kn—k—-2)+1 se 1=7,

det T = (—1)¢[k(n—k~1)+1].
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Summary

A class of bordered diagonal matrices, here called k-tree matrices, is investigated.
For any such matriz, a similar matriz is found, in the class of diagonal matrices
modified by a matrix of rank k, and viceversa; the Woodbury formula is used to find the

Tnverse.

A Sturm sequence for the characteristic equation is found for real symmetric k-tree
matrices in the special case of k=1.
In addition, examples are given, to be used as test matrices.






