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ANNA BENINTI (%)

Sui pj-quasi-anelli (**)

Introduzione

In analogia con [1], in questo lavoro si studiano, sotto il nome di pJ-quasi-
anelli, i quasi anelli N in cui per ogni «, ¥ di N con 2+ 0#y esistono numeri
naturali n, m tali che «”=y™, anche per preparare la caratterizzazione, che
comparira altrove, di quasi-anelli i cui ideali propri siano pj-quasi-anelli.

Si osserva dapprima che tali quasi-anelli, escluso il caso banale del quasi-
corpo costante su Z, sono zero-simmetrici e si arriva ad una loro
caratterizzazione mostrando che un quasi-anello & un pj-quasi-anello privo di
nilpotenti se e solo se & un quasi-corpo di caratteristica prima, tutti i cui elementi
sono periodici ed & un pj-quasi-anello dotato di nilpotenti se e solo se & nil.

1 - Struttura dei pj-quasi anelli

Nel seguito indicheremo con N un quam—anello sihistro e ci riferiremo a [4]
per i fatti generali e la nomenclatura.

Def. A. Un quasi-anello N si dice pj-quasi-anello se Va,yeN con
x#0+#y esistono %, k interi positivi tali che "= ¢*,

Osservazione 1. Sia N un pj-quasi-anello, allora: Se n possiede un
nilpotente non nullo, N & nil. Ogni divisore destro dello zero & nilpotente.

Sia @ # 0 un nilpotente di N, allora ™ =0 per qualche m intero positivo.
Poiché N & pj-quasi-anello, per ogni x 0 di N e per qualche &, k intero positivo,
sard «"=a* quindi 2™ =a"*=0:N & nil.

(*) Indirizzo: Facoltd di Ingegneria, Un1ve1 sita, Viale Europa 39, 25060 Brescia,
Italy.
(**) Lavoro svolto con contributo M.P.I. — Ricevuto: 4-II-1985.
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Sia £+ 0 un divisore destro dello zero, allora esiste un ¥ di N con y#0 e
yx=0. poiche N & pj-quasi-anello, per qualche h, %k intero positivo sara
ot=y* e se a'=0, x & nilpotente. Se poi a"#0 allora
gt =gl =y*x=y*"(yx)=0 e x & ancora nilpotente.

E ovvia la seguente

Osservazione 2. Sia N un pj-quasi-anello: N contiene al piti un elemento
costante non nullo. N & costante oppure zerosimmetrico.

Per quanto detto fino ad ora e considerato che un quasi-anello nil &
ovviamente un pj-quasi-anello, escluderemo tali quasi-anelli dalle successive
considerazioni, continuando quindi lo studio per i quasi anelli interi. Ricordiamo
in proposito [2] che un quasi-anello intero & costante oppure zerosimmetrico.

Nel caso costante abbiamo il

Teorema 1. Un quasi anello N ¢ un pj-quasi-anello costante se e solo se
N ¢ isomorfo ad ML{Z,).

Da Osservazione 2 segue che N = {0, %} con n# 0 e poiché n +n = n implica
n =10, il che non puo essere, sard n+n =0 e N risulta isomorfo al quasi-corpo su
Zgy (cfr. [4]).

Veniamo infine al caso zero-simmetrico.

Lemma 1. Sia N un pj-quasi-anello intero zero-simmetrico, allora N
contiene un N-sottogruppo (non ridotto al solo {0}) minimale, incluso in tutti
gli N-sottogruppi # {0}.

SiaN,,« € A, la famiglia di tutti gli N-sottogruppi di N non ridotti al solo {0},
e sia 7 un elemento non nullo di N. Poiche N & un pj-quasi-anello, esiste un r
intero positivo per cui %" € N,, per ogni « di A; sia x, il pit piecolo intero positivo
per cui accade cio.

In A definiamo una relazione R ponendo « R «’ quando x, = x,; tale relazione
& di equivalenza; sia A/R = {&,5....} linsieme quoziente.

L’insieme A/R & un insieme bene ordinato ove si definisca 2 <pj quando
®, < ;,; sia &° il suo minimo.

Posto N; = O N, , per ogni & € A/R, osserviamo che N; ¢ un N-sottogruppo in
quanto intersezione di N-sottogruppi, ed & N, # {0} perché n* e N, per ognia € .

Consideriamo ora la famiglia di N-sottogruppi N; indiciata in A/R e
mostriamo CheiQRNi # {0}.
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Certamente & Ny {0}. Supposto poi che, fissato un BeA/R, sia
anNi# {0} avremo che esiste un intero positivo k<w, tale che sia
nte _QNi, quindi, a maggior ragione, n%e¢ QNa, di conseguenza
n e ( QNE) ﬂNg. Per il principio di induzione transfinita possiamo allora
concludere che EQRN&#:O e poiché ovviamente QRN,2 = QN1 , sara QN1 #{0}.

Dunque N ammette un N-sottogruppo minimale, non ridotto al solo {0},
contenuto in tutti gli N-sottogruppi di N diversi da {0}.

Lemma 2. Sia N un pj-quasi-anello intero, zero-simmetrico, allora N &
N-semplice.

Sia N come in ipotesi, allora (Lemma 1) N contiene un N-sottogruppo
N’ +# {0}, contenuto in ogni altro N-sottogruppo diverso da {0}. Poiché per tutti
glix di N, xN' & un N-sottogruppo, risulta N’ 2 N'. Sia x un elemento di N,
x # 0 che non appartiene ad N': poiché N & un pj-quasi-anello esiste il pili piccolo
intero positivo k per cui #* € N; allora per qualche n’ di N’ sara «f = 2¥"1n' e,
poiché N é intero, & x=n', il che & contro lipotesi, quindi N=N’ e la tesi.

Teorema 2. Un quasi-anello N non costante ¢ un pj-quasi-anello intero,
se e solo se & un quasi-corpo di caratteristica p numero primo tutti i cui elementi
sono periodici.

Poiche (LLemma 2) N non ha N-sottogruppi propri ed & intero, risulta xN =N
per ogni « non nullo di N; avremo dunque xn = x per qualche n di N. Poiche N &
un pj-quasi-anello, per ogni y di N esistono interi positivi %, k tali che y* = 2* e da
cio y'n=a"n=a"(en)=2"'x =2 =", quindi yn =1y e n & unitd destra. Ora
neN; e Ng# {0} e questo basta (cfr. [3]) per affermare che N & un quasi-corpo.

Sempre dal fatto che N & un pj-quasi-anello deriva poi che ogni elemento &
ovviamente periodico. :

Sia ora u Punita di N. Se w+ % =0, car (u) =2 e la caratteristica di « & finita.
Se u+u+#0, esiste un kb intero positivo per cui (u+u)*=wu, da cid risulta
(2" =1 u=0, car () divide 2" — 1, e quindi ancora finita. Poiche car (x) & finita
risulta (cfr. [4] pag. 239, 8.9) car (1) = car (N) = p numero primo. Il resto & ovvio.
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Summary

We study heve the power joined near-rings N (V, y € N, n, m e N such that & = y™).

We observe that they are zero-symmetric near-ring, except the trivial case of the
constant near-field, and we show that a near-ring N is a pj-near-ring without non-zero
nilpotent elements if and only if it is a near-field with charN =p (with p as prime
number) in which each element is periodic, and it is a pj-near-ring with non-zero
nilpotent elements if and only if it is nil.



