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RoMEO TIRANI (%)

Interpolazione dell’errore globale

nell’integrazione numerica del problema di Cauchy (¥%)

1 - Introduzione
Consideriamo il problema di Cauchy
@® Y@ =flz, y@]  y@)=A4

con le condizioni che esso ammetta una sola soluzione y(z) su un intervallo [z, b].
Gli usuali sottoprogrammi per la risoluzione numerica di tale problema, generano
un insieme di valori y; approssimanti quelli veri y(x;) nei punti «; di una griglia

@ G={x;a;=x;_1+h;, i=1,2,...,m; x, <b}.

Questi punti vengono scelti automaticamente dal sottoprogramma in modo
tale che a ogni passo I'errore locale (o meglio, una stima asintoticamente corretta
di esso) non superi una tolleranza prefissata dall’utente. Volendo conoscere
un’approssimazione di y(x) in un punto non appartenente a G, si ricorre di solito a
un processo di interpolazione ([3], [5], pag. 59). E infatti del tutto sconsigliabile,
dal punto di vista dell’efficienza, obbligare il sottoprogramma ad aggiustare il
proprio passo in modo da giungere proprio nel punto in cui si vuole approssimare
y(x).

Supposto dunque di avere costruito, secondo una tecnica opportuna, una
funzione 2(x) che interpoli i punti (x;, y;) (=0, 1,...,m; y,=A) e che useremo
come approssimazione della y(x) sull'intervallo [z, %,,], sorge il problema di
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stimare Perrore globale
6)) e(x) = y(x) — 2(x)

in ogni punto dell'intervallo suddetto.
In generale saranno gia stati determinati dei valori ¢;, approssimanti gli
errori globali e;=y(x;) —y; e tali che

@ e;—e=0H) (H-0),

dove H & la massima ampiezza dei passi k; della griglia G e ¢ un parametro che
abitualmente & legato allordine del metodo numerico adottato per integrare il
problema (1).

Lo scopo del presente lavoro & allora quello di vedere se, in tali circostanze,
sia possibile usare una opportuna funzione e(x) che interpola i punti (x;, ¢;)
(o= eo=0). come approssimazione della e(x) su [xo, 2,,]. Occorrerd a questo
proposito esaminare, su tale intervallo, il comportamento della differenza
e(x) — «(x), cosa che appunto faremo nel seguente paragrafo.

2 - Interpolazione dell’errore globale

L'ipotesi fondamentale che sta alla base di quanto diremo nel seguito, & che
esistano due costanti positive « e g, entrambe finite, tali che

< hy
(5) *= h’s+ 1
qualunque sia il valore di H. Vi sono importanti ragioni pratiche per impedire che
il passo d’integrazione subisea variazioni troppo brusche [4]; la nostra ipotesi &
pertanto del tutto realistica, e i pit diffusi sottoprogrammi per la risoluzione
numerica del problema (1) operano conformemente a essa. Per esempio, il ben
noto STEP di Shampine e Gordon [5] pone « = 0.5 e #= 8, mentre laltrettanto
noto RKF45 di Watts e Shampine [2] assume «=0.2 e 8= 10.
Ricordato ora che g & il parametro che compare nella (4), indichiamo
rispettivamente con ¢, (%) e ng.(x) (=g —1, g,...,m) i polinomi di grado
minore o uguale a g — 1, definiti dalle seguenti condizioni di interpolazione

<8 (s=1,2,....m—1)

(6) Eq,'n(xn+1—1‘)=5n+l—-r € nq,n(mn+1—-r)=en+l—r (’V'=1,2,---,q;xn+1—r€G)-

dove e,41-, € €n41-, hanno il significato illustrato nel precedente paragrafo.
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Volendo ora approssimare sull’intervallo [%,41~4, ®,] la funzione errore e(x),
data dalla (3), con il polinomio gn(®), dovremo, come abbiamo gia detto sopra,
esaminare il comportamento della differenza e(®) — &,,(x) . Seriviamo allora

(7) !e(ﬂ’)) - Eq,n(x)l = ]e(w) - T]q,n(m)l + lr/q,n(m) - eq,n(x)l

dove il primo termine della somma a secondo membro & Perrore dovuto al
processo di interpolazione in sé, mentre il secondo termine & dovuto agli errori
inerenti €,.;_,—e,,1_,.

Ora, come & ben noto (vedi, per esempio, [1], pag. 98 sg.), supposto
e(x) e C%xy, x,] e detto M un qualunque numero reale positivo tale che
lex)| <M su [z, 1-¢, &,], risulta

q
le(x) — n()] SMTI;I- @ €Tys1-g 2,)),
avendo H il significato gia detto.
Avremo allora che
® e(x) — Tiq,n(x) = O(Hq) (e [wn+ 1-¢s x,0).

Occorre ora esaminare la differenza Ngn{®) — &x(®). A questo proposito &
opportuno usare la forma lagrangiana del polinomio interpolatore

lnq,n(x) - Eq,n(w)! = Zq l/r(x)l : Ien+l—r - £':'n+1--r'l (iL' € [xn+1—q; mn]) .

Per la (4) abbiamo
en+1-r"'€n+1—r=0(Hq) (’rzlyzyﬂ'yq; H“')O)

mentre in [3] si dimostra, sotto Fipotesi (5), che il max, |/(x)| & uniformemente
limitato nell’intervallo [, +1-¢, 2,]. Pertanto

€) 1gn(®) = egu(@) = OH) (@ €[@ps1-g 2,]; H—0).
Per le (7), (8) e (9), possiamo finalmente dire
(@) = (@) = O(HY)  (@e[ysr-g 2,]; H—0).
La relazione precedente ci permette allora di concludere con il seguente

Teorema. Se la funzione errore e(x), data dalla ®), ¢ di classe C?
sull’intervallo [y, x,,] € sono vere le 4) e (5), allora la funzione eqn(), definita
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dalla prima delle (6), converge uniformemente alla e(x) sullintervallo
[@yi1-¢ ] =¢q—1, q, ..., M) cOR UN ordine almeno uguale ¢ OCH?).

Questo teorema risponde pertanto alla questione posta all'inizio, se cioe sia
possibile approssimare sullintervallo [, «,] la funzione e(x) con un opportuno
polinomio che interpoli le stime ¢; degli errori globali ¢; nei punti della griglia G
data dalla (2).
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Summary

In the numerical solutions of the initial value problem, usually efficient codes select
the step size to be a large as possible while still metin a given error tollerance, so they
rarely hit an output point specified by the user. To force the codes to use smaller steps
would be very inefficient, hence we ordinarily get the required values by means of
interpolation. This leads to the problem of estimating the corresponding global error,
which is the question we discuss in this paper. Here we show that it is possible to
approximate the aforesaid error by a piecewise polynomial function which in turn
interpolates to the values of the global error at the mesh points (or, more probably, to
some approximations to it).



