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TiziIANA COLLINI LANZI (¥)

Soluzioni periodiche
per le disequazioni di Navier-Stokes

con condizioni al contorno non lineari (*¥)

1 - Sia Q un insieme aperto limitato di R™, dotato della proprieta di cono, e sia
I'=Ty U I UT; la sua frontiera. Nel seguito, supporremo, per semplicita, I'; e
I's superfici piane.

Le equazioni di Navier-Stokes che governano il moto di un fluido viscoso
incomprimibile supposto di densitd unitaria sono

x, 1
LD E%L—)—/xAu(x, D)+ (u(zx, §) - grad) u(x, ) + grad p(x, §) =Rz, 1)
diva(z, t)=0

dove u & il coefficiente di viscositd, u={u, ... u,} la velocitd, p la pressione e
f={f ... fn} la forza esterna.

Alle equazioni (1.1) associamo le condizioni al contorno
(1.2); wx,)=0 wzely, O0=t=T, uw@ t)xt=0 xelUlL, O0St=T,
(1.2), plx, )=plx, t) vel, 0=t=T,
(1.2); p=oa@, t)—3lul, O zel, 0=t=T,

dove con t si & indicato il versore tangente a I'.

(*) Indirizzo: Dipartimento di Matematica, Facolta d’Ingegneria del Politecnico, Via
Bonardi 9, 20133 Milano, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del MPI 60%: Problemi di evoluzione e problemi
malposti della Fisica Matematica. — Ricevuto: 13-1V-1984.
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Si osservi che, se si considera il caso tridimensionale, le (1.1) rappresentano il
moto di un fluido viscoso incomprimibile in un tronco di tubo Q con sezione di
ingresso I'y, di uscita I's e superficie laterale I';. In tal caso la prima delle (1.2)
equivale ad imporre che la velocita si annulli sulla superficie laterale del tubo, la
seconda che si annuili la componente tangenziale della velocita stessa sulla
sezione di ingresso ed uscita, la terza assegna la pressione sulla sezione di
ingresso I'y e la quarta il valore dell’«energia totale» del fluido sulla sezione di
uscita I's.

Ricordiamo che, un problema analogo al problema misto qui descritto, per le
equazioni di Navier-Stokes, & stato trattato in [6}; ove, limitatamente al caso
bidimensionale, si & dimostrato un teorema di esistenza e unicita in piceolo della
soluzione. :

In questo lavoro consideriamo invece il sistema ottenuto dal sistema (1.1)
sostituendo la prima equazione con la disequazione ad essa associata; si ottiene
cosl il seguente sistema

[ 20 g, o)+ te, o gradut, )

0 2

(1.3) +grad p(, 7)—fx, DHu, 1) — oz, 1)d2ds =0

div u(zx, t)=0,

ove u(x,t) e la test function ¢(x, t) appartengono ad un opportuno insieme
convesso (per lo studio del legame esistente fra le soluzioni del sistema (1.1) e
quelle del sistema (1.8) e per una interpretazione fisica dei risultati ottenuti si
rimanda a [6]); e [7].

In questo lavoro ci proponiamo di studiare per il sistema (1.3), (1.2) il
problema delle soluzioni periodiche. Il risultato che si & ottenuto & un teorema di
esistenza e unicita della soluzione periodica con opportune ipotesi e in un senso
che verra nel seguito precisato. Cio é stato possibile in quanto per il sistema (1.3)
con le condizioni (1.2) & stato dimostrato in [2] un teorema di esistenza globale e
unicitd della soluzione debole, soddisfacente la condizione iniziale u(x, 0) = a(x),
generalizzando un risultato ottenuto in [6], nel caso di condizioni al contorno di
Dirichlet omogenee. Ricordiamo che il problema dell'esistenza di soluzioni
periodiche & stato trattato, per le equazioni di Navier-Stoker, da vari autori. In
particolare Prodi lo ha studiato nel caso bidimensionale e con condizioni di
Dirichlet omogenee [5], Prouse [6]; e Yudovie [3] hanno generalizzato i risultati
di Prodi al caso n-dimensionale; Zaretti ha considerato lo stesso problema con
condizioni al contorno non lineari [8]. Per quanto riguarda le disequazioni
associate alle equazioni di Navier-Stoker, ricordiamo il teorema di esistenza delle
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soluzioni periodiche nel caso di condizioni di Dirichlet omogenee, ottenuto da
Lions [4] (Cap. 4, Th. 62).

Infine & opportuno ricordare il lavoro di Biroli [1] nel quale viene dimostrato
un teorema di esistenza e unicitd della soluzione quasi-periodica per le
disequazioni di Navier-Stokes, nel caso bidimensionale e per un problema di
Dirichlet omogeneo.

2 — Prima di dare la definizione di soluzione periodica & utile introdurre alcune
notazioni e spazi funzionali. Sia

N={ueC*Q)divu=0,u=0inunintorno diI's, u xt=0suly Ul },

Né$=chiusura di N in H*Q), (u, v)g= (u, v) H}Q) Vs=0,
(N3)' = spazio duale di N°, (V%' =N° (u, v) = dualita fra (V)" e N
Sia inoltre K Yinsieme chiuso convesso di N cosi definito
K={veN'; |v|=M q.o in Q}.
Poniamo inoltre

m a?}j
b(u, v, w)=((u-grad)v, wx’= f > g —— wydQ.
g iK=1 oxy

Supposto che f(t), «(f), P@) (*) siano periodiche di periodo T, diremo che u(t) &
una soluzione pertodica di periodo T di (1.3) soddisfacente le (1.2) se

@) u®eL¥*0, T; N'nK)nL=0, T; NY,

(Y Qui e nel seguito porremo

) = {u(w, ), veQ 0SL=T), u't)= (D

—_— Y =t=
3 xeQ 0=t=TY,
f@)={flx,t) xeQ 0St=T}, TPO={p,t), zel 0St=T},

alt) = {of, 1) xel’ O0=L=T).
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(ii) u(?) soddisfa g.o in [0, T, la disequazione

[0 ®), ul®) — o) + a(ult), ult)— o) — (RO, u(t) — (1))
+ b(u(®), u®), u®) — o) + ‘f () (@) — o) x vdl,

+ [(al) — 3| ul) Pu®) - o) X vdlb} dt=0

Vo) L%, T; K n NY con o'(t)e L0, T; NO). Con v si & indicato il versore della
normale a I' (diretto verso Pesterno).

3 — Dimostriamo ora il seguente

Teorema 1. Se le funzioni f(f), «(t), D) sono periodiche di periodo T e tali
che ft)eLX0, T, (NY)"), «(f) eLX Iy X (0, T, B(t) € L¥ I, X (0, T)), allora esiste
almeno una soluzione periodica di periodo T di (1.8) con le condizioni al
contorno (1.2) nel senso precisato in 2.

Il metodo che viene seguito per la dimostrazione consiste nel far vedere
dapprima, mediante un teorema di punto unito di Tychonoff, che un sistema di
equazioni differenziali ordinarie approssimanti, associato alle (1.3), ammette
almeno una soluzione periodica; si dimostrerd poi che dalla successione delle
soluzioni approssimate periodiche si pud estrarre una sottosuccessione che
converge debolmente verso una soluzione pure periodica del problema
considerato.

Sia 8 un operatore di penalizzazione relativo al convesso K, definito in 1, e P
Poperatore di proiezione relativo al convesso K; sia {g;} una base di N*
ortonormale in N° (con s>m/2) e II,, loperatore di proiezione sul sottospazio

0

definito da {g; ... g,}. Poniamo v,=3 «;,()g;, ,()=1I, 1), fz)=z—Pz e
=1

consideriamo il seguente sistema penalizzato di equazioni differenziali
approssimanti dedotto da (1.3) '

(31) (U:L(t) - .U-Avn(t) + ’)Z,B(Un(t)) - f;z(t)y g])No + b(PUn(t), Pvn(t); gj)
+ @) v, gy + (@) — §|[Po, )P - v, Iy =0.

dove j=1, ..., m, con la condizione iniziale v, (0)=I,a=a,.
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Ricordando la relazione

b(ov(t), v(®), o) = — b(v(®), @), v(t)) + | }Ev,{t) vt oi(t) cos va;dr,

o ik=1

la (3.1) si puod serivere nella forma
(3'2) (v;z(t) & Avn(t) + 77/,3(071(t)) - f;z(t); gj)i\-"O + b(Pvn(t)7 gj » Pvn(t))

+ [ 3 Pu) Poy(t) gy cos v Al + (FE) - v, gy

r k=1

+ ((a(®) — % ‘Pvn(t)lz) Vv, 9y =0 .

Questo sistema ammette una soluzione in [0, 77 (efr. [2]).
Moltiplicando le (3.2) per «;,,(f) e sommando rispetto a j si ottiene

B.3) (D), (D) +u(, (), VuOIF — D(PV.(E), v.(), Pv,(1))
+@® v, vy + | Z Pv,i(t) Pou(8) vu(t) cos var;dI’

+ (@) = 2 [Pv,(OP) - v, 0.2y + 1B0,(5), 0T~ K, ), v, =0 .

Ricordando che (B(v, (1), v,()x° =0, I'uguaglianza precedente diviene

(3.4) % ac'lz oo + ullou @l — bPv.D), vad), Pru() +BE) - v, vEizay
+ [ 3 Pout) Poud®) v,ut) cos vadl + (at) — 2 [Po,0P) - v, 0,0
roik=1

- (f;z(t)’ U,,(t))}(ro é 0 .

Valgono d’altra parte, per la definizione di P e per ben noti teoremi di traccia,
le seguenti disuguaglianze

(3-5)1,2 ]b(Pvn(t); vn(t)y Pvn(t)l éMZC”Un”X'l ) '(ﬁ : V; v1z(t))L2(I‘1)I =—<“ CS]|vrz(t)”ﬁl 3

3.5) | S Pon®) Poauu) cos va) dI] S Cslloa@)

ro k=1

(3-5)4,5 [(a(t) ° V, vn(t))Lg(I’g) [ §C4“vn(t)”;{’1 ) [ (%: ! Pvn(t) } : V, vn(t))Lg(I‘g) l =-<‘-C5an(t)”1—\71 -

¥,

La (3.4) diventa quindi

1d
5 @ 1Ol + o, @l Sl O (ClIE®IF + K},

N
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dove K=M>C +C5+C3+Cy+Cs Da cui integrando fra 0 e t (0=¢{=T) si
ottiene

oo — 2.0 [

Mo tu f [o.odr = [lo@IF{CILADIF + K} d=
0
= { [o@lfpds} {2 ] Clf@lRo + K ds)
0
Ponendo t=T segue

o (T —an(O)H~0—2uf lonfgod= + 2K { § oo dz)

N

dove si & posto K =2{f(C%Hf(r)|];~,o+K2) dr} Risulta quindi
8 oDl Slo,Offe + 206 o[l @sdo (oo a2
Ora se K,— u{ﬂ]vn( Wardz}E=0, cioe se f|lvﬂ( NBod-=K3/u?, segue dalla (3.6)
oD <llo. (0[5
Se invece OfT][v,l(r)H\,ld < K¥u?, allora esiste un 7 €[0, T tale che
llo. @l < Kdllou Dl < KoUK .
Dalla (3.6) scritta per lintervallo (¢, T) con 0=<t¢=<T si ottiene allora
3.7 Ilvn(t)ll,\r°<llvn(f)llv0+2K1{|f [[o. () d<] 31
<K(K3u2)(UT) + 2K = Cs .

Si deduce che, se & [0, (0)*¥;1=Cs, deve necessariamente risultare

T
J v (D1 de = K e di conseguenza

(3.8) o (D[R < [[o(Ol|R°.
Definiamo ora una trasformazione S mediante la relazione

3.9) S0,(0) = v,(T)

dove ©,(t) & una soluzione (che esiste in [0, T]) del sistema (8.1). La
trasformazione S definita dalle (3.9) & come noto continua. Inoltre per le (3.8),
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(8.7), (3.6), muta in sé ogni sfera dello spazio euclideo S™ con centro nell’origine e
R= \/_(3'6‘ Da un teorema di punto unito di Tychonoff si deduce allora l'esistenza
di almeno una soluzione o,(t) per il sistema (8.1) tale che ©,(T) = 0,(0). Se 1 dati
sono periodici di periodo 7', tale soluzione risulta ovviamente periodica e per essa
vale la relazione

(8.10) 0. @OIF<=VCs.

Mostriamo ora che & possibile estrarre dalla successione {0,(#)} delle soluzioni
approssimate periodiche, una sottosuccesione debolmente convergente verso
una soluzione periodica del sistema (1.3), ossia verso una funzione (f)
soddisfacente le (i) (i) di 2.

A questo scopo osserviamo che dalla (3.3) (scritta per le ©,()) si ha

B -(% @u(D), 0t + (@D, B, + 1BD,), Do)
+ (PO, B,(), Po.D) — (D), BT+ P D) v, 5Oy

n

+ ((a(t) - :15 }Pl—)n(t)lz) - Vi],l(t))[}([vz) + f Z Pi}ni(t) P?}nk (t) ’T)nk(t) cos vxid[' = 0 .

ik=1

Integrando su [0, T] si ottiene
,lLJ‘”Un(T)”]g\;ldT +n fT{(JB(i]n(T)’ 1_),,(7))1\'70 - b(PUn(T), l-]n(f); Pvn(T))
- (f;z(t); D)z(T))J‘T’O } dT + f (ﬁ ©V, i’n(f))Lg(l‘l) + ,f ((Z(T - % l Pi}n(T)Iz) 'V, 071(7))142(1‘2) dT

T m
+ f f E (Pﬁm‘(f) Plﬁnk (7)?}nk (7) CoS Vmidf’d’: = (.
0

o Lk=1

Tenendo presente la monotonia dell’operatore 8 e le (3.5), si deduce che

@.11) [ los®lads = M,

Dalle (3.10) (3.11) si deduce, seguendo uno procedimento classico, che & possibile
estrarre da {0,(t)} una sottosuccessione convergente debolmente verso una
funzione ©(t), che soddisfa le condizioni (i) (i) di 2. Il teorema & cosi
completamente dimostrato.
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4 - Dimostriamo ora l'unicitd della soluzione del problema considerato in 1.

Teorema 2. Nelle stesse ipotesi del Teorema 1 e sotto ulteriori opportune
condizioni su f, u e M (®) la soluzione del problema (1.2) (1.3) ¢ uwica.

Supponiamo infatti, per assurdo, che u(t) e v(t) siano due soluzioni periodiche
di periodo T, soddisfacenti il sistema (1.3) con le condizioni al contorno (1.2), nel
senso precisato in 2.

Poniamo

u(t) + v(t)

w(t) = 5

Fissiamo arbitrariamente t; e ¢ in [077] e definiamo w;(?) mediante la relazione

Lty + wit) = wo)

;Y
con wit)=wk), wt)eHN0,T;NY , wit)— w(t) in L2(0, T; NY,
4.1) | '), w®) - wO)wd=0  Vielt,t],

4
lw(x, ) =M q.o. in QX [t ts] .
Consideriamo ora la disequazioone (i) relativa allintervallo [, %] con

t,5:€[07T] e scriviamola per u®) e v({) con o@)=wil) (quest'ultima
uguaglianza é possibile per la definizione delle w;(?)); sommiamo poi membro a

membro. Ora ricordando la proprietd (4.1) e passando al limite per j— o
otteniamo la disequazione

U(ts) — u(ty) ”2~o _ H v(t) — u(ty)
2 o 2

42 | Bo= J{~5@® - u®), v(®) — u()s"

= 3b((®), v(®), v®) — u®)) — 3 b(u®), u@®), u®) — vE)} dt

3 [ [ {(o@®F - @B @ — u@)) - virydt .

31

(®) Tali ipotesi verranno esplicitamente indicate nel corso della dimostrazione. Esse
consistono comunque nel supporre f, M sufficientemente «piceoli» o u sufficientemente
«grande».
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Ricordiamo ora che
(4.3) [b(u, u, v — u) - b(v, v, v — W)| = |b(v — u, u,v - uw)|

n

=|-bv-u,v—u,uw+ [{ _21 W ~ u)(v — w);u;cos va;} dI"
roie
=S uls! llo — ] zm-2 “u”L + I_f {Sup Iuj] [(v— Wyl (v — u)jl} ar
=llo - ufl5t lo — wflpzon-2full,» + MCllo — ufze .
Inoltre, poiche N'c L™ si ha [jv — 2= 1/C)|v — ulst
ed inoltre |lufl»= C"jul[28" [lulf=2.
La (4.3)k diventa
@d (b=, u,v-w)| =C"IC o - ulf fulff =" + MCllo - ulfr .
Inoltre si ha
(4.5) (o = [ul® - v, v — Wiyl = (o] = lu)(v] - ) - v, v — W)z,
=2M(|[v] ~ lull v, v — Wiy = 2M (v — u| - v, v — W)
< 2Mlo — ulfy < Ao — uls®
Sostituendo le (4.8), (4.4) e (4.5) nella (4.2) si ottiene

(4.6) lo(ts) — ult|ls® — Jlott) — utt)|E

2/
I\"U

= [ {(—p+ CUC 2l 2+ MC + dM Yo — ulr dt .

Ricordando che per la (3.10) Hv(t)HﬁO\/@ dove Cg & dato dalla (8.7), e che
u(t) e K, la (4.6) si pud scrivere nel seguente modo

lots) — wt)|20 — [lo(ty) — u(t)|Bo

‘2
= [ {=u+CC' (Vo) ¥ (M) -2 + MC + dM}|Jo — ula

n

dove C", C’, C e d sono costanti di immersione.
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Ora, se vale la relazione

@."n —u + CIC" (\VCe (M) 4+ MC +dM <0 ,

allora il secondo membro della (4.6) & negativo e quindi la [Ju(?) — u(®)|z0

risulterebbe non crescente. Cid & assurdo essendo essa una funzione periodica;
deve percid necessariamente risultare [[o(t) — u(t)||x° =0 V¢ da cui segue la tesi.

Osservazione. Ricordando che

Co= Keu(BoluT+2) Ki=2 [ (CIF @0+ KD de

dove K», C, e K sono delle costanti di immersione, possiamo scrivere la (4.7) nel
seguente modo
T
2 [ (CYf@|fo+ K>

)

(4.8) —u+MC +CIC" {( N4+ DY + AU <O .
* "

Notiamo che il primo membro della (4.8) & una funzione crescente rispetto a
[fll e ad M e decrescente rispetto a u; di conseguenza la disuguaglianza &
verificata purché p sia sufficientemente «grande», o f ed M siano
sufficientemente «piceoli».

Qualora in particolare, fosse \/C_G = M(mis Q) allora dalla (4.8) si deduce una

relazione nella quale non compare piti esplicitamente la forza esterna.
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- Summary

In the present note we consider an inequality velated to the motion, in any dimension,
of viscous, incompressible fluids and we prove an existence and unigueness theorem fora
periodic solution satisfying non-linear boundary conditions.






